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”科学 是 实践 的 产物 , 因 和 需要 而 发 展 ， 数 学 的 发 生 与 发 展 
主要 也 是 这 样 。 从 我 国 的 < 九 章 算术 > 来 看 , 《 方 田 » 是 测量 土 
地 的 经 验 ; < 聚 米 ?是 从 粮食 交易 中 总 结 出 来 的 .为 了 计算 运 
输 的 劳力 和 费用 , 才 有 * 均 输 >; 由 于 考核 工程 的 土方 , 而 有 < 元 
功 ?。 这 都 是 由 于 需要 而 产生 的 算法 ， 古 代 生 产 水 平 低 ,所 和 项 
要 的 数学 简单 ; 近代 生产 发 达 , 科学 技术 进步 , 数学 和 其 他 科 
学 一 样 , 也 日 趋 复 杂 ， 回 顾 以 往 的 数学 , 大体 上 可 以 说 , 十 七 
世纪 以 前 ,停留 在 常量 的 数学 ， 自从 法 国人 笛 卡 儿 提出 坐标 
以 后 , 才 逐 渐 研 究 变 化 的 现象 , 可 以 说 是 运动 的 数学 ， 中 学 里 
的 代数 和 几何 , 都 属于 常量 的 数学 。 比如 几何 里 讲 全 等 三 角 
形 时 , 三 角形 是 固定 的 , 不 能 在 同一 个 问题 的 讨论 中 , 先后 形 
状 不 同 。 代 数 里 解 方 程 时 , 尽管 方程 改变 , 而 我 们 所 追求 的 目 
标 , 即 方程 的 根 , 却 是 不 变 的 。 这 就 是 常量 的 数学 , 也 就 是 初 
等 数学 的 特点 . 

常量 的 数学 ,只 能 处 理 静 止 的 问题 ， 社会 实践 发 展 到 一 
定 阶段, 常量 的 数学 就 不 够 用 了 , 于 是 运动 的 数学 应 运 而 生 ， 
微 积 分 就 是 处 理 运 动 现象 的 重要 数学 学 科 ， 它 是 十 七 世纪 末 
期 英国 人 和 牛顿 与 德国 人 莱 布 尼 兹 同时 独立 发 现 的 ， 徽 积分 是 
微分 法 与 积分 法 的 简称 . 在 整个 数学 体系 中 , 微分 法 与 积分 法 
是 互相 对 立 的 两 种 计算 方法 , 犹如 加 法 与 减法 ， 屁 法 与 除法 ， 
是 一 对 矛盾 的 两 个 对 立 面 , 而 微 积分 便 是 它们 的 统一 体 . 这 两 
个 对 立 面 又 有 共同 之 点 , 这 就 是 ; 两 省 在 用 数 来 处 理 现实 世界 


用 


的 运动 现象 时 , 都 是 将 讨论 的 对 象 分 成 极其 细微 的 小 部 分 , 这 
种 极 微小 的 部 分 , 叫做 无 穷 小 量 ， 因此 微 积分 又 蚜 敌 无 穷 小 
分 析 , 或 数学 分 析 . 


牛顿 探讨 过 曲线 y=an' 之 下 (a>0), sz 轴 之 上 与 直线 
zs 一 4 之 间 的 面积 . 现在 用 这 问题 的 一 个 特例 , 说 明 一 下 微 积 
分 算法 的 大 意 . 这 里 必须 再 提醒 一 下 ; 微 积 分 是 运动 的 数学 ， 
它 在 变化 之 中 处 理 数 量 之 同 的 关系 ， 在 变化 之 下 解决 实际 阿 
题 ， 假设 位 于 曲线 一 咏 ( 玫 0- 世 之 下 , 轴 之 上 , z=wi{m>> 
0) 之 左 的 平面 区 域 是 D， 直 观 上 
很 容易 承认 DD 有 面积 , 招 这 而 积 
9 记 作 4。 从 运动 的 观点 来 看 ， 可 
以 认为 也 是 由 移动 的 维 耸 标 AP 
F 当 它 的 柳 坐 标 z 由 0 变 到 宇 时 
了 网 ， 生成 的 。 在 这 看 法 之 下 , 有 一 种 
a 蔬 盾 关系 ; 直线 没有 宽度 , 不 占有 
二 入 面积 ， 但 是 由 于 它 移 动 却 能 生成 
面积 ， 这 面积 是 由 动 喜 线 c=~ zw 的 无 穷 多 位 置 拼 成 的 如 果 
每 条 直线 绝对 地 没有 画 积 , 便 无 论 如 何 也 不 能 拼 成 面积 ， 只 
要 承认 运动 的 直线 是 面积 的 元 哨 ， 就 必需 赋予 它 极其 微小 的 
宽度 。 在 现在 的 问题 中 , 带 有 微小 宽度 的 纵 坐 标 即 是 面积 的 
元 素 ， 在 微分 学 里 称 为 面积 的 微分 ， 求 币 分 的 算法 便 是 微分 
法 . 
如 何 求 4 的 微分 ? 这 和 需要 从 4 说 起 ， 打 算 求 4 在 w=m 
时 的 微分 ， 要 先 求 = 网 与 z=z'+h 之 间 的 面积 或 者 它 的 还 
似 值 
再 一 于 [za 二 十 级 习 一 @ 双 十 (wj 十 8). (0.1) 
2 2 


4 的 微分 是 极其 微小 的 面积 ,所 以 应 该 是 总 趋 于 零 时 五 的 数 
值 . 见 趋 于 零 绝 不 是 丈 等 于 零 ， 玫 逐 渐变 小 时 ， 瑟 也 随 着 变 
化 ,(0.1) 式 右 端 最 后 贺 括 弧 里 的 数 , 相对 地 说 尤其 小 、 略 去 
这 个 插 弧 里 的 数 , 用 剩 下 的 ”你 ( 这 是 个 变动 着 的 数 ) 作为 2= 


”2 时 的 面积 元 素 , 并 且说 


4 在 zx=2 处 前 微分 是 汪 哆 . 
这 里 趋 于 零 的 象征 着 面积 元 素 的 宽度 ,w"? 是 它 的 高 
如 何 按 积 分 求 4? 通过 z 轴 上 0 与 轩 之 间 的 一 串 点 画 
级 坐标 , 从 而 把 卫 分 成 许多 长 条 , 为 简单 起 见 , 不 妨 认 为 这 些 
长 条 一 样 宽 ， 把 这 些 长 条 的 面积 近似 地 算出 来 ， 然 后 令 小 长 
条 的 个 数 无 限 增多 , 使 每 个 小 条 变 成 前 边 所 说 的 微分 , 求 它们 
的 和 总. 如 时 六 趋 于 一 全 确定 的 数值 , 这 数值 应 该 就 是 4， 


牛顿 还 证 明了 弗 线 g=ao 的 纵 坐标 的 大 小 ， 就 是 对 应 
的 面积 (在 这 纵 坐 标 处 ) 增 加 的 速 夭 。 用 上 述 的 特例 来 说 ， 即 
是 纵 坐 标 由 O 移动 到 o= 时 面积 (这 时 是 O4P 的 面积 ) 增 
加 的 速度 等 于 纵 坐标 4P 的 数值 %”， 如 果 把 (0.1) 式 的 两 并 
都 除 以 加 那么 
2)s 
ee w=w' 与 X=w' 十 请 之 间 增 加 的 平均 速度 ( 辟 如 认 

为 是 时 间 ) ， 现 在 让 % 无 限 地 变 小, 这 平均 速度 就 几乎 等 于 

oo 

再 如 以 自由 蒂 体 运动 来 说 ,假设 硅 是 降落 的 时 间 ,8 是 降 
落 的 距离 , 9 是 重力 加 速度 ， 从 伽利略 运动 方程 


= 二 ot 


求 很 短 很 短 一 点 点 时 间 内 物体 下 降 的 距离 ， 或 者 求 某 个 时 刻 


的 速度 , 就 是 微分 法 ， 技 术 . 上 和 前 全 求 面积 的 微分 或 增加 的 . 
速度 一 样 ， 从 每 个 时 刻 的 速度 
v=gt 

求 一 段 时 间 之 内 降落 的 距离 ,就 是 积分 法 . 这 需要 把 一 点 点 一 
点 点 时 间 之 内 降落 的 距离 加 起 来 .这 里 所 谓 “ 一 点 点 时 间 ” 并 
不 是 十 分 之 一 秘 或 百 分 之 一 秒 , ……, 而 是 比 任何 能 够 指 得 出 
来 的 短暂 时 间 都 要 短 的 时 间 ， 所 以 两 种 算法 都 要 把 给 定 的 一 
段 时 间 , 分 了 又 分 , 直至 无 穷 多 次 才能 达到 目的 ， 可 见 纯 微 积 
分 的 计算 , 从 理论 上 说 , 都 是 无 穷 多 道 手 续 合 成 的 。 这 是 微 积 
分 与 初等 数学 根本 不 同 的 地 方 . 

”实现 无 穷 多 道 手续 的 运算 ， 要 借助 于 极限 理论 ; 一 次 极限 
运算 便 基 无 穷 多 次 代数 运算 组 成 的 .这 是 解决 微 积分 问题 的 
必由之路 , 所 以 微 积分 学 充满 着 极限 运算 , 极限 理论 是 微 积分 
的 支柱 . 

微 积分 在 生产 实 唤 中 有 孵 些 用 途 呢 ? 方才 说 微分 法 可 以 
确定 运动 物体 的 速度 ， 且 不必 说 其 他 方面 , 仅仅 速度 的 用 处 
就 说 不 完 ， 火 车 上 坡 下 坡 , 出 站 入 站 , 过 桥 转 弯 , 都 要 根据 不 
闻 情 况 调剂 速度 ， 不 然 就 可 能 发 生 事故 . 娄 工 气 链 冲击 力量 
的 大 小 与 气 锤 触 及 炽 铁 时 的 速度 有 关 ， 同 一 气 锤 速度 大 时 冲 
力 就 大 ， 要 想 减弱 冲力 就 要 使 锤 的 速度 放 慢 ， 要 想 使 人 造 卫 
盟 按 计划 进入 预定 的 轨道 , 更 需要 知道 它 的 速度 如 何 变化 , 以 
便 时 时 刻 刻 控制 它 的 运动 。 总 之 , 微 积 分 对 于 近代 科学 以 及 
工程 技术 的 发 展 ， 起 着 不 可 估量 的 作用 ， 说 它 是 划时代 的 科 
学 , 毫 不 过 分 . 现在 几乎 是 一 大 半 高 等 数学 的 基础 , 是 一 切 工 
程 技术 学 科 不 可 缺少 的 工具 .有 了 征 积 分 这 把 钥 古 ,就 可 能 
进而 打开 物理 ,力学 、 电 学 .电讯 等 科学 的 大 门 ; 也 可 以 走向 函 
数论 .微分 方程 .概率 论 和 数理 统计 等 数学 分 支 ， 从 而 为 科学 


一 


研究 及 生产 实 戚 服务 . 

微 积分 主要 是 讨论 变化 现象 的 ， 变 化 现象 无 时 不 与 动因 
对 应 .而 动因 或 省 只 有 一 种 , 或 者 不 只 一 种 ,前 者 用 一 元 函数 
表示 ,后 者 用 多 元 函数 表示 于 是 微 积分 又 分 为 一 元 函数 与 
多 元 函数 两 大 部 分 . 合 起 来 是 一 个 大 的 整体 .为 了 自学 的 方 
便 , 我 们 在 编写 中 把 它 分 成 三 册 , 即 < 一 元 通 数 微分 学 ?, 《一 元 
少数 积分 学 ?和 多 元 泪 数 微 积分 »， 
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函 数 


微 积分 要 处 理 现实 中 的 运动 现象 ， 就 需要 有 方法 用 数 把 
所 要 讨论 的 现象 表示 出 来 . 表示 变化 现象 的 数学 工具 就 是 函 
数 ， 既然 要 使 用 数 ， 就 需要 了 解数 的 性 质 ， 这 一 章 从 实数 说 
起 , 然后 用 它 求 讲 函 多 的 一 般 委 念 和 经 常 使 用 的 初等 画 数 ， 


1.1 实数 系 

事物 的 变化 有 突变 .有 渐变 ， 渐 变 的 情况 , 多 半 是 连续 变 
化 的 : 一 棵 植物 从 发 车 到 成 株 , 它 的 高 度 是 连续 变化 的 ; 阳光 
下 前 笔 影 ,由 长 而 短 , 或 由 短 而 长 , 在 一 段 时 间 内 的 仲 长 或 缩 
短 , 也 是 连续 变化 的 ， 如 果 我 们 希望 知道 这 些 长 度 , 自然 要 用 
尺子 去 量 , 但 是 尺子 的 刻度 较 之 变化 中 的 长 度 过 于 稀 玖 .、 假 
如 我 们 把 寒暑 表 的 刻度 当 作 尺 子 ， 略 微 加 一 点 温度 使 水 银 柱 
上 升 , 奈 刻 之 癌 就 有 无 限 多 个 水 银 柱 的 长 度 产生 ,但 不 能 由 它 
旁边 的 刻度 ( 尺 ) 读 出 来 ， 所 以 用 刻度 尺 去 量 连 续 变 化 的 长 度 
是 很 不 够 的 ， 测 量 长 度 用 尺子 ; 表示 大 人 小、 多少、 轻重 … 用 
数 ， 刻度 尺 不 能 表达 变化 中 的 一 切 长 度 ， 那么 数 就 能 表示 变 
化 中 的 量 吗 ? 微 积 分 要 研究 变化 中 的 量 , 就 不 能 不 注意 数 这 
个 问题 一 一 要 能 够 应 付 一 切 变化 中 的 使. 

我 们 认为 实数 系 蚌 已 经 知道 的 结构 ， 员 然 实 数 是 量 的 通 
性 , 是 从 各 种 时 抽象 出 玉 的 ,然而 人 类 对 于 实数 的 认识 并 不 是 
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一 次 完成 的 ， 而 是 先 认识 自然 数 , 然后 认识 分 数 , 再 推广 到 负 
数 , 便 完 成 了 有 再 数 系 ， 单 困 整 数 表示 一 切 量 , 显然 不 够 ， 有 
理 数 有 一 个 重要 性 质 , 即 是 任何 两 个 有 理 数 gp 与 4 之 间 , 一 定 
还 有 有 更 数 ， 志 (p+g) 就 是 其 中 的 一 个 ， 轩 这样 说 , 有 理 数 
已 经 稠密 ， 数 学 里 说 这 是 处 处 稠密 ， 然而 有 再 数 还 是 不 够 用 ， 
请 看 下 面 的 事实 ， 

用 单位 长 作 边 画 一 个 正方 形 . 这 个 正方 形 的 过 是 线 
对 角 线 也 是 线段 ， 也 应 有 它 的 长 度 49， 根据 勾 股 定理 , ?~ 
现在 用 反 证 法 ， 证 明 没 有 一 个 有 理 数 能 表示 & 要 关 不 


然 , 如 果 Pp 与 9 是 没有 公 因数 的 正 整数 , 而 p/9 等 于 4， 便 应 


该 
名 或 开 =293. 
右 端 有 因数 2， 那么 2 2 - 定 能 整除 设 p=2r, 代入 上 边 的 
等 式 , 得 | 
473 一 208， 一 
所 以 27” 一 人. 


左 端 有 因数 ,2, 2 应 该 能 整除 右 端 ， 那 么 2 又 应 该 是 9 的 因 
数 . 这 就 发 生 矛 后 了 一 一 原先 假设 Pp 与 9 没有 公 因 数 . 这 矛 
盾 说 明 没有 有 再 数 可 以 表示 单位 正方 形 的 对 角 线 之 长 . 这 例 
子 说 明 只 用 有 型 数 不 能 表示 现实 世界 中 的 一 切 量 的 大 小 . 
为 了 适应 象 单位 正方 形 对 角 线 之 长 的 一 类 量 的 需要 ， 在 
有 还 数 以 外 添 一 个 数 ,用 M3 宕 示 它 。 这 就 是 一 个 无 理 数 ， 
应 该 知道 , 为 了 适应 需要 而 添置 的 无 理 数 很 多 很 多 . wW 2 仅 
是 其 中 的 一 个 .例如 M3, VB, sw 2,msinfli … 都 是 无 
理 数 ， 上 略 一 推 想 就 能 知道 无 理 数 比 有 理 数 多 得 多 ， 比 如 每 个 
有 理 数 加 了, 每 个 有 理 数 苹 M3 都 是 无 理 数 . 怎 见得 呢 ? 
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假若 > 是 有 理 数 , 而 7 十 M3 或 /2 又 是 有 理 数 , 那么 有 
理 数 * 十 3 减 有 理 数 y， 或 有 理 数 /3 除 以 有 理 数 7， 应 
该 都 是 有 理 数 ,然而 M3 是 无 理 数 , 出现 矛盾 了 ， 

把 无 理 数 纳 入 数 系 之 后 , 不 仅 加 、 减 . 习 、 除 、 开 方 五 种 运 
算 可 以 通行 无 阻 ， 而 且 可 以 证 明 这 时 的 数 确 实 稠密 得 再 没有 
空 踊 .根据 这 点 性 质 我 们 说 实数 系 是 连续 的 .从 使 用 的 观点 
来 说 , 它 可 以 表示 任何 大 小 的 量 或 任何 变化 中 的 量 了 ， 


1.2， 数 轴 、 坐 标 


实数 系 是 有 次 序 的 一 个 集体 , 就 是 说 随便 取 两 个 实数 4、 

2， 它们 在 
<Lb, a=b, ce>b 

三 种 关系 中 一 定 有 一 种 成 立 , 而 且 上 只 有 一 种 成 立 .. 因为 实数 
有 这 种 性 质 , 才能 用 它 比较 景 的 大 小 或 多 少 ， 这 种 性 质 又 使 
一 切实 数 排 成 一 个 长 长 的 大 队 . 人 们 为 了 直观 地 表示 它们 ， 
就 把 实数 系 的 一 切 数 和 直线 上 的 一 切 点 等 同 起 来 。 在 一 条 直 
线 zz 图 1-1) 上 ， 取 一 点 0 表示 实数 0。，O 叫做 原点 ， 它 把 
es2 分 成 两 条 射线 如 果 直 线 是 平 卧 的 《直立 的 )， 通 常用 右 
(上 ) 半 线 表示 正 数 , 叫做 正 半 线 . 左 ( 下 ) 半 线 表 示 负 数 ,叫做 
负 半 线 ， 这 就 是 说 给 v's 规定 了 方向 ， 向 左 (下 ) 为 负 ， 向 有 
(上 ) 为 正 ，z' 标 在 负 半 线 上 , w 标 在 正 半 线 上 , 正 半 线 上 再 画 
一 个 能 头 表 示 是 正方 岛 。 在 正 半 线 上 取 一 点 如 表示 正 数 I， 
OU 就 是 长 度 单位 。 具 备 了 原点 .方向 和 长 度 单 位 的 直线 旺 
做 数 轴 ， 数 轴 上 的 每 个 点 表示 一 个 实数 ; 反 过 来 说 , 每 个 实数 
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一 定 有 数 轴 上 的 一 个 点 来 表示 它 ， 这 就 是 说 实数 系 的 一 切实 
数 和 数 轴 上 的 一 切 点 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 . 

如 果 wz .上 的 4 点 与 实数 z 相 对 应 , 便 说 4 是 xz 的 象 , 
是 4 的 坐 款 。 以 有 理 数 为 坐标 的 点 叫做 有 理 点 ， 以 无 理 数 为 
坐标 的 点 叫做 无 理 点 。 以 后 讨论 问题 时 ,往往 把 数 与 点 混 为 
一 谈 , 不 说 4 点 而 径直 借 它 的 坐标 说 “点 ， 也 可 能 说 的 是 数 ， 
而 需要 理解 为 它 的 象 . 

数 轴 是 实数 的 直观 图 形 。 顺序 是 实数 的 重要 性 质 ， 可 以 
说 实数 的 运算 都 起 源 于 实数 的 顺序 ， 今 后 很 多 问题 的 讨论 ， 
都 要 涉及 实数 的 顺序 , 尤其 在 不 等 关系 上 更 是 这 样 。 既然 一 
切实 数 按照 出 小 而 大 的 顺序 ， 从 左 往 右 排 列 在 数 加 上 ， 实数 的 
顺序 便 表 现 为 ; 

在 6 左边 的 点 都 比 6 小 ， 赴 是 信 左 就 越 小 ; 在 4 右边 

的 点 都 比 e 大 , 越 是 偏 右 就 越 大 ， 在 原点 左 侧 的 点 都 比 

0 小 , 都 是 负数 ; 在 原点 右 侧 的 点 都 比 0 大 , 都 是 正 数 ， 
根据 以 上 的 描述 又 可 以 知道 : 

在 数 轴 上 随便 取 两 点 ( 数 )， 左 边 的 点 ( 数 ) 一 定 小 于 
“ “右边 的 点 ( 数 )， 左 边 的 点 ( 数 ) 减 右边 的 点 ( 数 ) 一 定 得 负 

数 ; 右边 的 点 ( 数 ) 一 定 大 于 左边 指点 ( 数 ), 右边 的 点 ( 数 》 

减 左边 的 点 ( 数 ), 一 定 得 正 数 ， 

例如 ， 一 5 在 一 2 之 左 , 一 6< 一 2, (一 晤 一 (一 2) <0; 一 1 
在 一 4 之 右 , 一 1> 一 4 (一 人) 一 (一 急 >0 (图 2)， 

把 这 些 关 系 概括 起 来 , 即 是 : 有 请 

4 在 5 之 左 ， a<b, a 一 5<0 是 一 回 事 , 只 要 这 三 条 


之 中 有 一 条 成 立 ， 其 余 两 条 一 定 也 成 立 4 在 2 之 右 . 
4>b, 4 一 b>0 也 是 一 回 事 ， 只 要 这 三 条 之 中 有 一 条 成 
立 , 其 余 两 条 一 定 也 都 成 立 ， 
现在 介绍 一 个 符 导 , 它 可 以 使 许多 推理 或 论述 简单 明了 ， 
例如 上 边 说 的 
如 果 & 在 已 之 左 ,那么 < 六 
我 们 简写 为 
4 在 之 左 玉 4<b, 
记号 “一 读 作 “ 隐 含 "， 全 句 的 意思 是 说 从 “在 5 之 左 ” 能 推 
得 “a< 六 ， 写 在 “=> 左边 的 是 原因 ， 右 边 是 结果 ， 堪 边 是 右 
边 的 充分 和 条件， 右边 是 左边 的 必然 条 件 ， 如 果 左 右 两 边 可 以 
互 推 , 即 是 两 边 互 为 必然 及 充分 条 件 时 , 便 用 记号 "<" 表示。 
例如 ,“a 在 了 之 左 ”与 “a<8” 可 以 互 推 ,就 记 作 
& 人 在 了 之 左 人 Oa<b, 
采用 这 种 记号 时 ,上边 说 的 一 大 段 话 便 简 化 为 
0 站 了 之 左 合 4<<bSa 一 0<0, 
0 福 5 之 右 人 a>b3a 一 5 之 0. 
[ 例 1】 2 是 什么 数值 时 w’ 一 5z 一 6 取 正 值 ? w 是 什么 数 
信 时 一 62 一 6 取 负 值 ? 
解 ， 园 光一 Bz 一 6== (8 十 (2 一 全 , 那 必 
2 bz-6>0Oz2+1 与 2 一 6 辣 号 ; 
02 一 0 一 人 一 8 十 与 一 6 异 号 ， 
当 一 I<2<6 时 
ede 由 -5z 一 6<0 se 6>0 


一 10 一 


2 在 -1 之 而 一 2 二 1 一 2 一 1 区 >0 
2 在 6 之 左 一 2-6<0 

当 zw 过 一 1 < 人 6 时 
vs 在 一 1 | 
2 在 6 之 左 汪 2 -6 一 0 

同 理 , 当 一 L<6<z7 时 , 归 一 到 一 6>0. 

【 侈 2 数 轴 上 的 邬 些 点 同时 满足 不 等 式 2w 十 5>0 及 

Bm— 18<09 | 


) 22-52-6<0. 


一 2 一 5 一 6 一 0. 


解 ， 22+65>00m> -号 


62_18 <082<3E. 


: dl 3 
所 以 2 <2<3 记 . 


这 是 数 轴 上 介 于 一 2 与 3 号 之 间 的 一 切 点 (图 工分. 


一 2 于 0 3 于 
图 1-4 
.3S 绝对 值 
定义 1 基数 4 的 绝对 和合， 和 在 
a<0 时, 指 的 是 负 a. 


例如 5 的 绝对 值 是 5， 而 一 5 的 绝对 值 则 是 一 (一 中 一 5. . 
任何 数 的 绝对 值 不 能 是 负数 ， 只 能 是 正 数 或 零 ，4 的 绝对 值 


记 作 |al， 例 如 | 一 引 =5, 12 一 5| =| 一 3| ~3， | 号 | = 己 
从 几何 上 米 说 ， 14| 是 4 与 大 点 之 问 的 绝对 距离 ， 即 是 不 
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带 方向 的 距离 . lz 一 a| 是 ?与 6 之 间 的 绝对 距离 .12 十 zj 是 
2 与 一 a 之 间 的 绝对 距离 . 

[ 例 1] 1 一 3 在 “一 8>0 时 〈 即 是 2z>8 时 或 2 在 8 之 
右 时 ), 是 2 一 8; 在 zx 一 8<0 时 人 即 是 z<8 时 , 或 2 在 8 之 左 
时 ), 是 3 一 2( 图 1-5). 


1z- 3 一 3 一 # 1z--9| =2~$ 
， SN 
图 1-3 
【 例 2]】 1c| 一 3 表示 zzP0 时，z 一 12 天 3 2<0 时 ， 一 0 
一 12| <3， 所 以 >> 一 3( 不 等 式 两 端 都 变 号 时 , 掉 转 不 等 的 方 
向 ) 。 两 方面 合 起 来 写 , 便 是 


一 和 5<2<S3， 
即 图 1-8 所 示 . 
er 
几 1-8 


一 般 来 说 ,不等式 jz| <a 与 不 等 式 一 a<zm<a 等 价 , 即 两 

者 虽然 写 的 形式 不 同 ， 但 对 于 % 的 限制 是 一 样 的 ，z 可 以 是 
一 5 与 6 之 闻 的 任何 数 ， 不等式 

[si <a (1.1) 

与 不 等 式 二 

—atred (1.2) 

等 价 , om 不 但 可 以 是 一 4 与 4 之 间 的 任何 数 ， 还 可 以 是 一 4 或 

[7 六 i 

T【 例 3] |w'>ala 汪 0) 表 示 z 之 0 时 wm>4, 3<0 时 一 z>> 

a， 或 者 说 o< 一 4、 所 以 |2|>a 包括 数 负 上 一 4 以 左 与 6 以 


an 上 二 一 


a Be A GL a Vy 


右 的 一 切 点 . 

现在 把 不 等 式 |w 一 al <5 着 重 说 一 下 ， 这 不 等 式 是 说 ， 
当 w>w 时 ( 即 是 2 一 2&>0 时 ,或 2 在 6 之 右 时 )，2 一 4&= 12 一 
al<6, 或 者 zg<at5， 也 就 是 说 , 2 车 在 4 之 右 ; 便 不 能 超过 
G 二 5、 当 2z<ad 时 ( 即 是 4% 一 4a<9 时 , 或 在 4& 之 左 时 ), 一 (4 
一 G) 一 |w 一 | < 或 者 2 一 6> 一 六 或 者 说 5>C 一 5 也 就 是 
说 ,9 车 在 6 之 左 , 便 不 能 超过 as 一 5。 两 种 情形 合并 起 来 便 是 

a—b<w<atob, 

存 数 办 上 这 是 庙 点 为 a 一 5 与 a 二 5 的 线段 (图 1-7)， 长度 是 
25, 中 点 是 4. | 


图 1-7 


例如 |e 一 8| <3 即 是 6<o<1l. iw+8] <8 即 是 一 11< 
vo<—6. 
从 几何 上 来 说 ， Pe 表示 z 与 4 的 绝对 距离 小 于 
5， 这 就 是 说 必 可 以 在 4 左边 , 也 可 以 在 4 右边 但 是 离开 4 
的 长 度 小 于 5. 
此 外 还 应 该 记 住 le| = V6. 
从 绝对 什 的 定义 可 以 知道 , 当 a>0 时 
~—lal<a= |al, 
当 4<0 时 ， —ial=a<|al. 
所 以 不 论 5 是 正 数 或 负数 ,一定 满足 不 等 式 
一 1a| 委 6 窑 |4|. {1.3) 
定理 夺 两 数 之 条 的 绝对 值 不 大 于 这 两 数 的 绝对 值 之 
和 和. 
【证 】 假设 两 数 是 a 和 3, a 满足 中.3); 同 理 3 满足 


w= 1 一 


—|3|<»<181, | (1.4) 
把 以 .3)，(1. 久 两 式 左 右 两 端 分 别 相 加 , 得 | 
一 人 jej 芋 15 门生 ea<slzli 二 5 
这 和 (1.,2) 的 形式 一 样 , 按 (1.1) 的 形式 写 出 来 , 便 是 
lat8[<|lal+|2l, (1.6) 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 】 
”应 当 注 意 , 这 里 的 临界 等 式 |l4a 了 5| =|a| 十 | 引 必 须 在 4.28 
同 号 时 才能 成 立 ， 这 时 4 十 5 自然 也 和 a4.? 同 号 . 
用 数学 归纳 法 ,不 难 证 明 . 
推论 ”任意 个 数 之 和 的 绝对 信 不 大 于 各 数 的 绝对 值 之 
和 ; 就 是 
latest Tta | < |er|+ |as! + :+ anl. 
定理 2 两 数 之 差 的 绝对 值 不 小 于 这 两 数 的 绝对 值 之 
差 ， 
[证 ] 假设 两 数 4a.5 之 差 等 于 co ec 一 =c， 于 是 4= 
5 十 c， 根 据 定理 1， . 
jal=[8+c|<18|+ le =|8i+ ja—8l, 


由 此 
jc 一 2j>>|e| 一 | 外. 了 (1.6) 
注 实际 上 (1,6) 应 该 写作 
la-b|>||al -18l1. (1.7) 


这 因为 lal 之 18I 时 ，(1L. 介 式 固然 成 立 , 然而 [lg1 一 15| 既 然 是 
负数 ,这 不 等 式 便 失 去 作用 了 . (i.7) 式 图 然 形式 上 合理 , 而 
实用 上 很 不 方便 ， 所 以 平常 在 (I.6) 与 

\b—al>16| —lal 
之 中 选 一 个 有 效 的 来 用 .其 实 a, 8 两 数 , 本 来 可 正 可 负 , 于 
是 a+5 与 4 一 8 在 这 里 没有 区 别 的 必要 ， 所 以 有 些 书 中 把 


《1.) 与 (C1.7) 合 并 为 
ial-l2ll<letrdis<lel+18]. 

还 应 该 注意 , (1.6) 里 的 临界 等 式 |a 一 8| = 1a| 一 15| 必 须 
在 sa. 同 号 而 旦 |e|> 全 | 时 才能 成 立 , 这 时 a 一 8 也 和 ,5 辐 
号 ， 

定理 8 两 数 之 积 的 绝对 情 等 于 两 数 的 绝对 值 之 积 ， 邵 
是 | 

laB|= {all2l. (1.8) 
【证 】 第 一 ，a. 之 中 有 一 个 是 零 时 ,定理 显然 成 立 . 
第 二 ，0、? 同 号 时 ，a5>0， 于 是 |a51=ab; 另 一 方面 
lalj2|j=ab, 所 以 la65|=|al1el. 

第 三 ，&、5 异 号 时 ， 不 访 设 a>0,5<0. 这 时 ab= 一 
fa( 一 只], 由 此 1e2| 一 区 一 念 。 另 一 方面 lel .| 一 4 人 一切， 
所 以 Jab| =|al|lbl. 了 

用 数学 归纳 法 可 以 证 明 . 

推论 任意 % 个 数 之 积 的 绝对 值 等 于 各 数 的 绝对 值 之 
积 。 即 是 

|cavaa…eo| = To} ea …| oo|. 
定理 4 两 数 之 商 的 绝对 人 等 于 两 数 的 绝对 信之 商 。 
中 -所 ee 
这 里 自然 要 8 关 0。 读者 可 以 仿 四 定理 8, 分别 情况 予以 证 明 。 
从 定理 生 知 道 
-= 何 
5 1 
[例句 ” 试 证 不 等 式 
‘VrAR V+R|<Io— w+ ly — yl 
[证 ]】 ti, Cs, Yi， Ya 都 等于零 时 ， 上 式 两 端 剖 是 零 , 因而 


rp pp er 一 


相等 ， 合乎 定理 的 要 求 . 如 果 C1, WI, Yi Ya 不 都 是 司 ， 那么 


HF VF t+) 
{Vwi+yi — ~ my | Vt vot 


_ | (4 一 oa) (el 二 oa) + Cy — ys) (Yi + ya) | 
Vv wi 十 红 十 VY 妈 十 湛 
< | — a [eto 十 二 从 ya | [十 加 | 


2 十 十 好 十 NM 十 好 


It |+ lm! = No MA EV Rt+v vt; 
[+|gsl=~N 人 + MR<VUIT+ V+ 从. 


但 是 


从 而 

a {w+ wa| a |w | + | eo | <1l 

NV 全 十 呈 十 各 十 绒 ~ 十 争 十 MV 过 十 电 ” 
[vi + Ys| [wy + 12s| <1 

NV 十 但 十 VV 嗓 十 好 a 十 哦 十 嘎 


所 以 
] wi 1 一 以 同 十 角 | 所 | ea 一 oz| 十 [ 仿 一 纺 | 


在 估计 误差 时 , 经 常 使 用 绝对 值 不 等 式 、 在 计算 结果 与 
理论 之 间 , 在 度量 结果 与 实物 之 间 都 会 有 误差 。 所 谓 甲 数 对 
于 乙 数 的 误差 , 一 般 是 说 乙 数 是 正确 的 , 甲 数 是 近似 的 , 甲乙 
两 数 之 差 的 绝对 值 就 是 甲 对 于 乙 的 误差 .估计 甲 数 对 于 乙 数 
的 误差 , 就 是 分 析 两 数 之 差 的 绝对 值 DD 最 大 不 超过 怎样 的 一 


个 限度 万 . 普通 解决 这 类 问题 的 方法 是 把 了 适当 地 放大 , 使 
召 尽 可 能 地 简单 . 
【 例 5] 估计 sin(a+ 加 对 于 sina 的 误差 . 这 里 天 是 绝 
对 值 很 小 的 数 . 
解 : 因为 
sin (4 十 惟一 smg= 2coa(o 十 与 部)sin 羡 ， 
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而 |sin 志 |<| 和 | -入 4; ecs(a+2)|<1, 所 以 
mmol 人 + 多 | 条 | 
<21 卫 | 四 |=] 
”“【 例 6] 正方 体 的 楼 长 是 <， 度量 校长 时 发 生 的 误差 是 
思 , 然后 用 度量 的 结果 计算 体积 .已 知 一 喜 , 的 绝对 值 不 


大 于 天 ,估计 所 得 体积 的 误差 


解 ， 正 确 的 体积 是 2?.、 计 算出 来 的 体积 是 《4 十 加 *. 名 可 
正 可 负 , 所 以 (ga 十 有 ?可 以 大 于 中 也 可 以 小 于 ww， 误差 是 
|G+h)?—o | = |30%%+ 3930p | 
二 (3ca 十 3e| 甩 | 十 722) [| 


5 20 40 了 
331 1 
“200x20“W 


从 以 上 三 个 例题 来 看 , (I. 加 、(1.6)、(1.8) (1.9) 各 式 明 
然 是 对 于 实数 q.5 证 明 的 , 但 是 即便 它们 代表 某 个 式 子 时 ,各 
关系 仍然 成 立 ， 要 善于 利用 它们 . 


*) 任意 角 的 正弦 不 大 于 该 角 ， 右 图 中 加 
的 半径 是 1 @P=sinz, 而 全- 
从 P'< 关 PP 可 以 知道 smz<z。 当 
wm0 时 ,9in Xe， 


推理 之 中 用 到 不 等 式 时 , 要 注意 两 件 事 : 第 一 ,不 等 式 的 
两 端 可 以 用 同一 个 正 数 去 乘 或 除 , 但 是 用 负数 乘除 时 , 必须 掉 
转 不 等 的 方向 ; 第 二 , 不 等 式 两 端 都 颠倒 分 子 分 母 时 , 必须 掉 
转 不 等 的 方向 ， 例 如 达 一 乞 ， 面 羡 > 帮 . 

【全 7?) 解 不 等 式 

[z+3|—|g+1| <2. (4.10) 

解 ， 将 民 .10) 改 写 为 

w+3|< 过 2 十 |w 十 4|， 
两 端 和 名 自习 然后 化 简 , 得 

2{w+t1) < |e+1i|, 
著 zx 十 1 不 是 负数 ， 这 不 等 式 便 不 能 有 成立， 所 以 2(w 十 1) < 
lz 二 11 的 解 是 s 二 1<0、 由 2(w 二 1) 过 |zT+1| 可 以 倒 推 到 
ie+8|<2+1w 土 11, 进而 推 得 以 .10)。 因 此 w+1<0 是 
(1.10) 的 解 . 


I.4 区 间 


在 一 般 问 题 里 所 讨论 的 量 , 时 常 有 一 定 的 限 永 ， 例如 北 
京 到 天 津 的 铁路 , 全 长 137 公里 , 于 是 在 这 段 铁路 上 的 火车 ， 
离开 北京 或 天 津 的 距离 , 不 会 超过 137 公里 . 如 果 用 公里 作 
为 距离 的 单位 , 在 这 段 铁路 上 讨论 火车 的 位 置 , 只 需 0 与 187 
之 间 揭 一 切 数 就 够 了 .又 如 弹簧 释 起 码 要 5 克 重 才 可 以 拉 开 
弹簧 , 而 重量 超过 100 克 就 会 把 弹 筑 拉 坏 , 那么 这 弹 筑 秤 的 标 
尺 只 要 5 与 100 之 问 的 数 就 够 了 ， 微 积分 里 只 在 一 段 实数 上 
讨论 问题 的 情形 很 多 ， 为 了 讨论 方便 , 有 规定 专 名 的 必要 . 

定义 2 介 于 某 两 个 定数 (点 ) 之 间 的 一 切实 数 (点 ) 叫做 
区 间 , 而 那 两 个 定数 ( 态 ) 风 做 这 区 间 的 端点 。 
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Bess i ee ee a ¢ ea 


a ee em 


这 里 “ 介 于 某 两 个 定数 之 间 ” 的 意思 是 说 只 到 某 两 数 所 夹 
的 一 切实 数 , 不 包括 这 两 数 本 身 ， 若 用 6.6 表示 这 两 个 数 , 那 
么 以 &.8 为 端点 的 区 间 是 合 于 

a<w<b 
的 一 切实 数 wm, 记 作 (a, 5), 读 作 “ 区 间 4&、5”。 区间 的 记号 和 
平面 上 点 的 坐标 的 记号 一 样 , 这 会 从 上 下 文 分 辨 出 来 , 不 致 发 
生 混 乱 . 

如 果 把 &. 两 数 也 包括 在 内 , 即 是 要 合 于 

[0 
的 一 切 z 值 ， 这 就 叫做 六 区 间 ， 记 作 [9, 下 ， 读 作 “ 闭 区 间 
a、b”*。 于 是 相对 地 说 ,前边 所 说 的 (4, 8) 又 叫做 开 区 间 、 有 
时 也 轴 到 sp<8 或 as<oes0 所 决定 的 党 开 区 问 [a, 0)， 
(ga, 如， 图 1-9 是 这 些 区 间 的 形象 


并 区 池 闭 区 也 


全 b 0 b 
右 半 开 区 间 左 半 开 区 间 
图 1- 

实际 向 题 里 用 到 的 数 未 必 总 是 有 限 的 一 段 ,例如 说 “公元 
以 前 ”就 不 是 有 限 的 一 篡 时间、 对 于 这 类 情形 ， 把 合 于 ge<m 
+o0, G&LV<+oO, -ooo<b, ~—o0<TEb, <o< 
十 co 的 一 切 z 值 也 归于 区 闻 之 类 ， 叫 做 无 限 区 间 ， 分 别 记 作 
(4, +00), [a, 十 ce)，( 一 co 人 (一 co 0],(—%, +o0), 

1-10 是 这 些 区 闻 的 形象 
”一 件 事情 里 用 到 的 数 也 可 能 不 是 区 闻 , 而 是 一 团 数 , 例如 
一 切 自 然 数 ， 一 切 质数 ， 区 间 《0, 蕊 内 的 一 切 有 理 数 ,3 与 20 


有 


图 1-10 


之 间 的 整数 ， 这 都 不 是 区 间 , 应 该 称 之 为 数 集 ， 平 常 说 的 实 
数 集 、 有 理 数 集 , 质 数 集 , 就 是 一 切实 数 .一 切 有 理 数 .一 切 质 
数 ， 显然 区 间 也 是 数 集 , 

微 积分 讨论 问题 时 , 往往 要 在 4 点 研究 某 个 性 质 , 但 是 又 
不 能 孤立 地 从 a 点 着 手 ， 而 必须 从 4 点 附近 全 面 地 来 看 才能 
收效 .例如 冬至 的 白 屋 最 短 , 绝 不 是 从 冬至 一 天 察觉 到 的 , 而 
是 在 冬至 前 后 观察 一 个 时 期 才 得 到 的 结论 ， 由 于 以 后 届 到 的 
这 种 情况 很 多 , 所 以 又 需要 规定 一 个 名 词 . 

”定义 8 以 为 中 心 而 长 度 等 于 28 的 区 间 叫 做 5 点 的 8 
令 城 , 8 叫做 这 邻 域 的 半径 ， 

中 心 为 4. 半径 为 8 的 邻 域 记 作 记 (a, 5), 读 作 “a 的 8 邻 
域 "， 如 果 在 同一 个 问题 里 用 到 同一 点 的 大 小 不 同 的 邻 域 , 便 
要 用 半径 来 区 别 它们 , 至 于 半径 该 多 大 ,要 看 具体 情况 . 邻 域 
一 般 都 是 开 区 间 ， 定 义 3 里 说 的 那个 邻 域 是 (6 一 3 a+6)， 
也 就 是 满足 不 等 式 

a—8<w<atd 
的 一 切 g. 这 不 等 式 与 jw 一 4| <8 等 价 ,所 以 后 者 也 是 表示 邻 
域 的 一 种 方法 .图 1 了 7 是 a 点 的 一 个 邻 域 , 它 的 半径 是 5. 

【 例 菩 假设 le|>1, 间 下 在 原点 的 什么 邻 域 之 内 ? 
希望 一 在 请 (0, 3) 之 内 ,需要 2 在 什么 区 间 里 ? 

解 。 因为 
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| 可 =|- lsinel 工 1 
2 1 lo lel 


所 以 Se 名 在 好 (0, 外 之 内 . 希望 于 人 在 术 (0, 3) 之 内 ,就 
需要 


sin wm! 


<T 订 <3 
可 见 必须 满足 jz| > 二 i 言 ) 之 外 ， 或 者 说 
= 必须 在 区 间 ( 一 co, 一 沁 ] 及 [二 ,+co) 之 内 - 


这 例题 是 用 = 在 区 间 ( 一 <， 一 于 | 及 [ 言 , +ce) 之 内 
的 信 , 把 2 的 值 控制 在 区 间 ( 一 8, 8) 之 内 . 图 二 二 是 两 
方 关系 的 示意 图 


[ 例 2 在 $1.3 例 6 中 如 果 a=1， 问 在 0 的 什么 令 
域 之 内 才 可 以 使 误差 在 六 (0， 贡 !) 之 内 (四 是 训 大 的 绝对 
值 不 超过 5). 


解 ， 前 边 已 经 知道 
=|3a%+30h + hs 一 13 十 3 疡 十 到 | | 大 | ， 


右 端 的 因数 18 十 3& 十 如 | 不 能 任意 小 , 但 是 | 中 可 以 任意 小 , 所 

议 使 吾 变 小 的 原因 在 于 | 六 |。， 现 在 从 高 信 计 |3 二 + 纹 十 如 |， 属 

如 说 |8| < 二 那么 13 十 对 十 妇 | 世 8 十 3 为 | 十 加 < 之 7， 从 而 
Ec<T|k!. 


1 1 a 


在 思 (0, 却 5) 内 时 如 在 和 (0, 350) 内 . 
由 边 长 + 计算 的 体积 一 (1 十 加 ?， 当 | 训 很 小 时 与 
正确 体积 工 也 差 得 很 少 。 以 上 的 讨论 说 明 当 | 而 < 二 iT 时 ， 


I 一 1|< -条 这 不 等 式 用 邻 域 来 狂人 述 就 是 在 的 一 个 


邻 域 之 内 , 邻 域 的 半径 是 05 


习题 一 
1. 证 明 W 可 是 无 理 数 ， 
2. 已 知 a、5 是 不 同 的 两 个 有 理 数 ， 而且 a<5， 试 用 定 比分 点 公式 在 
6 之 间 揪 入 nm 个 不 同 的 有 理 数 . 
. 设 4( 守 0) 为 有 理 数 ,和 为 无 理 数 . 证 明 a 十 X、a1、 二 都 是 无 理 数 ， 
. 求 |z+3)1(10 一 四 1 当 z 为 0.3.4、 一 5. 一 3 二 时 的 数值 
、 解 不 等 式 一 


也 一 马 


解 下 列 不 等 式 , 并且 在 数 轴 上 画 出 z 的 范围 


(1 0<eos Ra (2) (z+3) (2—1) (4) < 


7 了 7， 解 下 列 不 等 式 组 , 并 和 且 在 数 机 上 上面 出 x 的 范围 . 
3 十 zs4 二 QZ 3 十 立 > 4 十 23z， 
中 ee 2 | 


4, 


中 欠 愉 砚 


Wr wi 


、 解 下 列 不 等 式 ,并且 在 7? 轴 上 画 出 了 的 范围 : 


(1) [r+t+1| <0.01; {2) 1zi> [zt1]; 
(3) |22—1i<iz—1l; (和 {izt1l~iz—1!|<l; 
(5) jz 一 人 1 天 0.05; 《6) lIzi+#—1|>1, 


， 解 不 等 式 gz -42z2<3. 

- 4 是 什么 数值 时 , 妈 一 5 二 8 得 负 值 ? 

. 估计 eos(e 十 人 对 于 cosa 的 误差 , 这 里 声 是 绝对 值 很 小 的 数 . 

. 假设 1z| <100， 问 到 在 原点 的 什么 邻 域 内 ? 当 必 在 入 (0, 5) 内 


时 , 问 * 在 什么 区 间 里 ? 


. 假设 jz| < jor 问 zsin 二 在 原点 的 什么 邻 城 里 ? 
. 假设 a、5 都 是 正 数 并 且 o> 态 ， 求 证 a>5，[ 提 示 ， 可 以 用 反 证 


法 , 即 由 4 么 推出 矛盾 结果 .]] 


， 试 证 |3sin8+4cos8|<5 对 于 任何 实数 0 都 成 立 、. 


第 二 节 ”函数 的 一 般 概 念 


之 .1 常量 与 变量 


在 某 件 事物 或 某 种 现象 过 程 中 ， 某 种 科学 试验 或 机 械 运 


动 中 , 总 要 直到 这 样 那样 的 量 , 例如 时 间 、 温 度 、 重 量 .面积 等 
等 . 用 数学 处 理 这 些 量 时 ,总 是 插 开 它们 的 物质 意义 而 只 肌 
数 把 量 的 大 小 多少、 长短、 轻重 等 等 表示 出 来 . 参与 一 个 过 
程 中 的 量 有 变化 的 ， 有 不 变 的 .例如 密闭 容器 中 的 气体 在 受 
热 时 体积 不 变 , 分 子 数 也 不 变 , 而 温度 与 压强 都 变化 ， 又 如 在 
几何 里 , 区 的 大 小 可 以 改变 , 但 圆周 与 直径 之 出 却 不 变 ， 三 角 
形 的 形状 可 以 政变 , 而 三 个 内 角 之 和 却 不 变 , 等 等 


数 


定义 工 在 一 个 问题 蜂 ， 可 以 变化 的 攻 岂 做 变 重 或 变 


定义 2 在 一 个 问题 里 , 始终 保持 不 变 的 量 叫 做 常量 或 


常数 . 

习惯 上 用 拉丁 字母 的 末尾 几 个 代 玫 变量 ， 如 2 z, 四 
w, 9; 用 开头 儿 个 代表 常量 , 如 4，5, c, 4 等 等 .本 书 以 后 营 
无 特别 说 明 , 不 管 是 常量 或 变量 , 一 概 指 的 是 实数 . 

一 种 量 究竟 是 常量 还 是 变量 , 并 不 是 绝对 的 , 要 按 具 体 情 
况 分 析 ， 例 如 重力 加 速度 9， 严格 地 说 是 变量 , 离 地 心 越 远 它 
越 小 ， 但 在 地 款 表 面 附近 , 它 的 差别 不 大 , 取 g 一 9.8 米 / 秘 ” 
所 发 生 的 误差 ， 一 般 在 容许 的 限 六 以内， 所 以 又 把 它 当 作 常 
数 . 再 比如 火车 的 速度 , 在 刚 开车 和 刹车 阶段 是 变化 的 , 在 中 
间 正 常 行驶 时 是 不 变 的 . 


马 . 呈 ”函数 举例 


参与 在 某 一 动态 中 的 若干 量 , 互相 作用 , 发 生变 化 . 这 些 
量 在 变化 中 互相 依赖 的 关系 , 就 是 函数 关系 . 先 看 几 个 实例 
【人 鲍 切 图 面 积 妈 殖 着 它 的 半径 Y 的 变化 而 变 ， 变 化 的 


规律 是 
妈 一 mza (2.1) 


[ 例 2) 自由 落体 降落 的 距离 s 随 闭 降落 时 间 变化 ， 
变化 的 规律 是 


s = (2.2) 


【 例 3】 温度 一 定时 ， 火 药 的 燃烧 速度 因 燃 烧 室 内 的 压 
力 而 不 同 。 一 般 来 说 ,压力 越 大 ,燃烧 越 快 ， 对 于 某 种 火药 ， 
在 常温 20°C 之 下 ， 测 得 压力 已 \ 公 斤 /厘米 ”与 人 网 烧 速 度 
《毫米 / 秒 ) 之 间 的 对 应 关系 , 如 下 表 所 列 ， 


【 例 色 图 二 12 是 气象 站 的 温度 记录 仪 在 一 县 夜 之 内 
自动 画 成 的 气温 曲线 ， 它 表示 从 时 间 t=0 (小 时 ) 到 24 (小 


对) 之 间 气 温 了 (0) 的 变化 ， 这 里 认为 了 随 着 + 变化 ， 每 个 


确定 的 时 刻 { 都 有 一 个 确定 的 温度 了 和 它 对 应 。， 例 如 #=14 
时 工 -7. 


图 1-12 


这 四 个 例题 里 , 各 有 两 个 变量 .从 各 例 的 内 容 来 君 , 两 个 
变量 之 中 有 一 个 是 主动 的 , 另 一 个 是 被 动 的 . 比如 就 例 1 和 
例 2 来 说 ,4 与 * 各 是 随 着 7 与 上 而 变 的 . 4 与 是 被 动 的 ， 
Y 与 天 是 主动 的 ， 在 数学 里 主动 变化 的 量 叫 做 自 变 量 ,被 动 
变化 的 量 叫 做 通 数 . 两 个 变量 之 间 的 对 应 关系 叫做 本 数 关 
系 . 和 4 是 7 的 函数 , 8 是 1 的 函数 ， 同样 在 例 3 里 "是 了 的 
函数 , 例 4 里 工 是 t+ 的 函数 ， 


之 .3 函数 的 定义 


前 面 用 具体 的 问题 引出 了 一 些 函数 ， 把 这 些 问题 归结 起 
来 , 粗略 地 说 , 一 个 变量 随 着 另 一 个 变量 而 变化 时 , 前 一 个 变 
量 便 是 后 一 个 变量 的 函数 .但 是 更 确切 的 说 法 应 该 是 : 

定义 8 在 一 个 变化 过 程 中 , 如 果 有 两 个 变量 , 对 于 甲 变 
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量 的 每 个 值 ， 必 有 乙 变量 的 一 个 确定 的 值 按照 基 种 规律 与 它 
对 应 , 底 说 乙 变 量 是 由 变量 的 场 数 . 四 时 全 这 函 散 的 自 变量 ， 
相对 地 说 乙 叫 做 因 变 量 扣 . 

为 变量 对 于 自 变 量 的 依从 关系 ， 电 做 函数 关系 . 就 前 面 
的 例 1 与 例 2 来 说 , 盘 数 关系 就 是 “ 自 变量 的 平方 乘 以 一 个 常 
数 ”"， 函 数 关 系 未 必 都 能 用 公式 写 出 来 , 信 和 就 这 样 ， 然而 自 
变量 与 因 变量 之 间 的 对 应 关系 是 存在 的 ， 这 种 对 应 或 者 产生 
于 式 子 的 计算 , 或 者 存在 于 机 械 的 运动 , 也 可 能 从 国定 的 实践 
考 续 实现 ， 为 了 着 重 说 明 沪 数 定义 中 的 对 泣 关 系 , 再 举 几 个 
例子 如 下 : 

【 例 1】 按 一 定 方 法 度量 线段 的 长 度 , 每 有 一 个 线段 , 便 
有 一 个 长 度 . 所 以 线段 的 长 度 是 线段 的 通 数 ”这 个 函数 关 
系 存 在 于 度量 手续 ， 

【 鲍 2] ”把 整数 或 有 穷 小 数 都 看 作 以 0 循环 的 无 穷 小 
数 , 于 是 一切 实数 部 可 以 写作 无 穷 小 数 。 现在 取 每 个 数 的 第 
二 位 小 数 的 数码 对 应 于 这 个 数 , 便 构 成 一 个 函数 . 从 每 个 数 
“ 取 其 小 数 第 二 位 的 数码 ”就 是 实现 这 个 函数 关系 . 

数学 里 讨论 函数 , 着 重 在 抽象 的 依从 关系 , 而 不 一 定 填 虚 
这 阔 数 反映 什么 县 体 事 实 ， 也 就 是 往往 不 管 自 变量 与 因 变 量 
所 代表 的 现实 意义 是 什么 ， 因 此 在 一 个 函数 里 代表 自 变 量 与 
因 变 量 的 字母 是 元 关 紧 要 的 .例如 32.2 的 (2.1) 是 作为 加 
面积 对 于 加 半径 的 依从 关系 而 提出 来 的 ， 但 是 如 果 把 7 看 作 
球 的 直径 ， 园 一 个 式 子 又 可 以 表示 球面 积 对 于 直径 的 依从 关 

*) 因 安 贡 与 函数 应 该 有 所 区 别 . 近来 函数 定义 , 多 半 采 用 下 边 的 说 法 ; 

如 黑 对 于 2 在 数 集 和 的 每 个 什 ， 总 有 4 的 涌 定 的 值 和 它 对 应 ， 其 
中 的 对 应 规律 子叶 做 水 数 ， 这 种 对 应 关系 常用 记号 y 一 Fa) 表示 、 可 
以 独立 取信 级 x 对 做 自 变 县, 而 3 车 做 因 赤 各 ， 
#8) 这 是 一 个 意义 较为 广泛 的 通 数 , 因为 它 的 自 变 量 不 是 数 , 而 是 线段 。 


系 .如 果 把 (2. 才 里 的 “和 (2.2) 里 的 可 9 换 作 一 个 共同 的 
常数 6 得 到 一 个 共同 的 公式 


8=ct?. 
这 一 个 公式 又 可 以 天 示 前 面 所 说 的 三 种 依从 关系 . 
在 开始 介绍 函数 的 概念 时 , 为 了 便于 理解 , 曾经 说 因 变 蛋 
了 着 自 变 量 的 变化 而 变 ， 这 种 说 法 有 时 会 招致 一 些 麻烦 ， 例 
如 函数 
y=08in’ wo009m (2.3) 
的 值 一 般 是 随 著 > 的 变化 而 变 的 , 但 是 当 &1 时 ，y 的 值 永 
远 等 于 i。 如 果 说 ，a 关 1 时 (2.3) 是 z 的 函数 , 而 4 一 1 时 便 
不 是 函数 , 这 是 无 谓 的 繁 琥 ， 记 以 我 们 也 接纳 常数 是 函数 , 郧 
是 也 承认 
Yd 二 6 
是 画 数 ， 这 叫做 需 重 还 数 .在 函数 的 定义 里 , 不 说 乙 量 随 有 甲 
量 而 变 ,而 说 乙 量 的 值 对 应 于 甲 景 的 值 , 有 一 部 分 原因 就 在 这 
里 。 自 变量 的 一 切 值 可 以 被 一 个 值 对 应 。 
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之 .4 函数 的 表示 法 


讨论 函数 的 竹 质 时 ,或 者 用 画 数 解决 问题 时 , 必须 有 方法 
把 函数 卖 示 出 来 ， 囊 示 函 数 的 方法 , 通常 有 三 种 

i. 公式 法 

这 种 方法 就 是 用 数学 式 子 把 自 变量 与 因 变量 之 韶 的 依从 
关系 写 出 来 , 也 就 是 在 自 变量 与 必要 的 常数 之 间 , 按 一 定 上 顺序 
施行 若 千 次 数学 运算 就 能 把 函数 之 值 算出 来 $2.3 里 的 例 
1 和 例 2 都 属于 这 种 情形 。 大 家 知道 ， 二 次 函数 的 一 般 形式 
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这 就 是 对 于 自 变 量 = 和 常数 a.5.c, 经 过 乘 方 、 相 乘 和 加 法 构 
成 一 个 代数 式 
avw+ ow+e (2.5) 

来 宕 示 7 与 因 变 量 y 之 间 的 依从 关系 . y 独立 地 占 在 人 2.4) 
的 左 端 ， 它 的 作用 仅 是 表示 右 端 算式 的 得 数 ， 如 果 直 接 用 
(2.5) 表示 自己 的 数值 ， 省 去 表示 数值 的 记号 y, 并 无 碍 于 函 
数 定义 中 的 对 应 关系 ， 所 以 (2. 中 一 样 可 以 表示 同一 个 函数 ， 
也 时 常 称 这 种 不 写 因 变数 (不 用 等 式 ) 的 式 子 为 函数 . 

用 公 寂 表示 函数 有 三 个 优点 ， 第 一 、 函 数 关系 清楚 ;第 
二 .容易 从 自 变量 之 信 求 函数 的 对 应 值 ; 第 三 、 便 于 用 分 析 的 
方法 讨论 函数 的 性 质 , 而 这 是 微 积分 的 主要 任务 。， 缺点 是 不 
直观 , 有 时 需要 作 复 杂 的 计算 . 

2. 列表 法 

§ 2.2 的 例 3 就 是 用 列表 法 给 出 来 的 函数 . 大 家 热 悉 的 
三 角 函 数 表 、 对 数 表 、 三 角 函 数 对 数 表 , 方 根 方 敌 表 都 是 表示 
函数 的 ， 在 生产 实践 中 用 列表 法 表示 函数 的 事例 很 多 ,火车 
的 运行 时 刻 表 、 客 票 价目 表 、 行 李 运 费 表 、 邮 局 的 包 衷 运费 表 
等 都 是 函数 . 

列表 法 的 优点 是 不 需 计 算 就 能 知道 函数 的 值 、 但 是 表 里 
列 出 来 的 函数 值 究 竟 有 限 , 而 函数 的 值 一 般 多 至 无 穷 , 如 果 用 
到 表 中 未 列 的 函数 值 就 不 方便 了 .。 另 一 个 缺点 是 ， 不 容易 从 
表 里 察 觉 函数 的 变化 情况 .所 以 用 列表 法 讨论 函数 的 性 质 不 
够 方便 . 

3. 图 象 法 

按 直角 坐标 在 平面 上 绘制 函数 图 象 的 基本 原则 是 初等 代 
数 或 解析 几何 中 讲 过 的 .给 了 一 个 函数 , 无 异 于 给 了 很 多 组 
两 两 对 应 的 数 对 。 在 每 对 这 样 的 实数 里 , 取 自 变量 的 值 为 可 
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坐标 , 函数 的 值 为 纵 坐 标 , 便 决 定 平 曾 上 的 一 点 . 用 几何 术语 
来 说 , 就 是 这 样 的 点 满足 函数 关系 . 

定义 4 在 一 个 函数 关系 中 , 以 自 变 量 的 值 为 机 坐标， 以 
函数 的 对 应 值 为 纵 绎 标 ， 由 这 样 的 所有 点 在 乎 面 上 结 成 的 罗 
迹 , 叫做 这 函数 的 图 条 . 

函数 前 图 象 一 般 是 曲线 ， 这 里 所 说 的 曲线 也 包括 直线 . 
普通 情形 , 有 了 函数 就 能 画 出 它 的 图 象 , 反 过 来 说 , 平面 上 每 
有 一 条 曲线 , 便 确定 一 个 函数 ， 用 曲线 表示 医 数 的 方法 , 叫做 
图 条 法 . 气温 记录 仪 画 出 来 的 曲线 ， 就 是 用 图 象 法 给 出 来 的 
次数 . 

对 于 图 象 法 给 出 来 的 函数 , 既 不 能 进行 数学 运算 , 又 不 能 
得 到 函数 的 准确 数值 ， 这 是 图 象 法 的 缺点 . 然而 它 却 有 一 个 
很 大 的 优点 , 就 是 表示 得 直观 , 可 以 启发 我 们 研究 的 方向 , 也 
-可 以 用 来 验证 结果 . 

知道 了 图 象 法 的 好 处 ,每 当 用 公式 给 出 函数 时 , 为 了 粗略 
地 认识 它 的 性 质 , 应 该 先 把 图 象 画 出 来 , 借以 帮助 理解 函数 的 
内 在 联系 ， 至 于 画图 人 象 的 初等 方法 , 可 以 借用 平面 解析 几何 
里 的 知识 。 


乙 , 导 ”分 段 遂 数 


一 个 能 用 公式 写 出 来 的 函数 ， 只 用 一 个 式 子 未 必 能 窟 出 
来 ， 在 科学 技术 或 生产 实践 中 , 这 样 的 情形 为 数 不 少 。 为 了 
将 来 接触 实际 , 我 们 应 该 对 于 这 类 上 函数 有 所 认识 . 

【 例 1] 铁路 上 包 豪 的 运 价 一 方面 因 里 程 而 变 ， 另 一 方 
面 又 因 重 量 而 变现 在 把 两 种 情形 各 取 一 种 , 简单 的 说 一 下 ， 

(1) 重量 固定 在 总 公斤 以 内 时 ， 根 据 蜂 程 s《 公 里 ) 按 下 
列 条 款 收费 ; 
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0<-s<60 时 ,每 公斤 收费 0.1 元 ， 
60<s 和 120 时 , 每 公斤 收费 0.2 元 ， 
i120 之 s 专 160 时 , 每 公斤 收费 0.3 元 ， 
160< 过 8 志 220 时 , 每 公斤 收费 0.4 元， 
每 公斤 的 运费 y 对 于 里 程 ， 的 酒 数 是 
0.1, 0<s<60, 
0.2，60<s<120, 
0.3, 120<s<160, 
0.4, 160 <s<220. 
图 1-13 遂 它 的 图 象 . 这 叫做 阶梯 函数 ， 
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人 里 以 内 时 ， 棚 据 包 训 的 重量 好 (公斤 )， 


0< 了 <5 时 ,每 公斤 收费 0.1 元 ， 

6B<w 所 50 时 ,每 公斤 收费 0.15 元 。 
这 时 候 y 对 于 名 的 浮 数 是 

0,1xw, 0<w 人 6, 

2 (一 5 ， 喇 一 人 之 50， 

图 1-14 画 的 是 这 函数 的 图 人 象 ， 因 为 这 图 象 是 折线 , 所 以 
这 样 的 函数 叫做 折线 也 数 . ， 

{ 例 2】 电子 按 术 中 有 所 谓 句 咨 波 ， 电 压 入 对 于 时 间 # 
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的 依从 关系 犹如 图 1-15 所 示 , 这 图 象 是 一 串 斜 角 为 伍 "， 长 
度 等 于 V 3 的 线段 ,左下 端 是 ? 轴 上 的 整 小 点 ， 表示 这 函数 
的 式 子 是 ; 
Ut—b, htekt+l, 
二 日 ， 圭 二， 土 22， 
以 上 三 个 函数 统称 为 分 段 函 数 ， 
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应 该 知道 , 函数 与 函数 的 表达 式 不 是 一 回 事 。 函数 是 自 
变量 与 因 变 量 的 对 应 规律 , 是 问题 的 本 质 , 表示 函数 的 式 子 是 
败 示 这 种 对 应 规律 的 工具 .， 所 以 同一 个 函数 ,可 以 有 不 同 的 
表达 式 ， 如 果 用 《%) 表 示 “ 的 小 数 部 分 ,那么 例 2 的 函数 还 可 
以 写作 


又 如 y= |sin ws|, 


-si 一 


人 
2k7 TLL+1) nm, 
cos (e+ 豆 )， (2 nw (2h+2) on, 


=0， 土 14， 土 2，…. 
这 三 个 等 式 表 示 同 一 个 函数 ， 它 的 图 象 是 图 1-16 所 面 的 曲 
线 ， 
一 2 ~ a 每 2 
1-16 
人 .G 画 数 的 符号 


讲 三 角 函 数 时 , 因为 不 愿意 次 次 写 ““ 的 正弦 ， 而 选 了 一 
个 简写 的 记号 sinsm， 这 记号 已 经 成 了 专 名 词 . 现在 讨论 函 
数 , 也 有 这 样 的 问题 。 然而 现在 不 是 要 对 某 些 函 数 规 定 专用 
的 符号 。 以 后 讨论 y 对 于 的 依从 关系 时 , 往往 不 专 指 某 个 
具体 的 了 盘 数 , 而 只 说 xz 的 某 个 前 数 。 凡 是 这 样 泛 指 的 函数 , 尤 
其 需要 有 表示 它 的 符号 . 即便 是 具体 的 函数 ， 有 具体 的 公式 
表示 它 ,如果 每 提 它 一 次 便 把 公式 写 一 回 , 也 未 免 过 于 麻烦 ， 
象 这 样 情形 , 应 该 有 一 个 简写 的 方法 . 如 果 同 时 涉及 的 不 止 
一 个 函数 ， 又 需要 在 讨论 之 中 给 每 个 函数 临时 规定 一 个 名 称 
或 符号 ， 以 便于 书写 和 叙述 这 一 切 都 要 求 对 于 函数 有 简便 
的 符号 . 
“8 是 z 的 函数 “这 名 话 时 常 简写 为 
y=f wo)。 《2.6) 
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这 里 的 地 是 “ 丙 数 ”的 拉丁 字 functton 的 宝 头 ， 呀 做 二 数 蔡 
号 . 它 不 代表 任何 数 , 而 只 代表 自 变量 zz 与 因 变 量 y 之 间 的 对 
应 规律 , 也 就 是 y 对 于 z 的 依从 关系 。 如 果 (2.6) 表 示 § 2.3 
人 饮 工 所 说 的 函数 , 那么 了 便 代 表 度 量 长 度 的 方法 .如 果 (2.6) 
代表 823.3 例 2 的 琐 数 ， 那 么 了 就 表示 从 < 的 小 数 写法 里 取 
人 小数 部 的 第 二 位 数码 。 如 果 (2. 介 措 的 是 
y= 2, 
了 就 表示 把 4 自 张 以 后 再 飞 以 常数 6 
如 果酒 数 是 用 公式 给 出 来 的 ， 了 了 便 代 表 这 公式 里 的 全 六 
运算 ， 比 如 (2.6) 代 家 
y= 80-+be+4 

时 , 了 (w) 就 是 8s? 十 Bz 十 4， 这 时 了 好 象 是 一 组 运算 的 框架 

fl )=3( )+6( )+4 | 
其 中 包含 下 边 这 样 一 组 运算 ， 第 一 、3 且 某 数 的 平方 , 第 二 、5 
梁 同 一 个 数 , 第 三 、 拒 前 两 个 得 数 各 4 加 在 一 起 .把 这 个 运算 
框架 用 于 变数 m 就 得 到 7(e)， 世 就 是 得 到 3c" 十 gz 十 4 把 
这 运算 框架 用 于 0， 一 5, 2, 就 得 到 

f(0) =8:02 十 565.0 十 4 一 4 

了 (一 5) 一 3( 一 5)23 十 5( 一 5 十 4 一 54， 

f (9) 一 3(2)2- 二 5(2) +4=26. 
所 以 f(0)、f( 一 外 、f(2) 就 是 函数 3o 十 sz 二 4 对 应 于 0， 
一 58, 2 的 值 ; 

f(a) =30+ 64t+4 

就 是 3o2 十 5 十 4 对 应 于 4 的 值 。 所 以 函数 记号 f(e) 不 仅 可 
以 简单 地 幅 示 一 个 应 数 ， 而 且 可 以 很 省 事 地 表示 范 数 的 值 ， 
以 后 只 要 看 到 了 (a), 不 必 说明 就 知道 它 是 了 (w) 所 代表 的 函数 
在 gx 一 5 的 值 ， 这 时 要 注意 , jw 不 是 & 的 医 数 , 而 只 是 Jo) 


在 < 点 的 值 . 
1 二 7 全 


【 例 1 已 知 了 (2) 一 sinz 十 cosz， 求 


7 全) 


解 . 7 各 )=si : 癌 十 oo8 百 


> 
了 十 和 /33 
2 


开 Y TT _ v2 ,M2_ /了 
f( 守 )=sn 生 +om 子 = 和 + 沦 -= 
37 Sm ST M2 AM 
f( 罕 )= i 


[全 2】 设 fw)=22as+b, 已 知 f7(-3=f(2) =0. 
求 这 旦 数 。 然 后 求 f(a+41), (NV8+D, f(a+ 间 一 f(a). 
解 ， (0 0 
f(2) =44+24+8=0. 
出 这 组 方程 解 得 4=1, 5= 一 6， 世 以 
f (0) -Te 一 6， 
下 (az 十 了 一 (a 二 ee 十 二 —6=0+3c—4. 
f(VETtD=(VEtD + (V3+1) -6 
= (V3) +3v 3 —4=3vV3 -1. 
Te th) -f= [th tath) 一 下 一 (cs 二 ax 一 6) 
二 2 二 和 天 于 大 
了 47 人 


[ 例 3】 设 f(e) 一 与 了, 求 f 
j (7 二) )， 并 证 明了- 罗 = 了 ax0 时 ,了 ( 工 )- 


~—f to). 
» 3 3 2 3 
的 -人 -合格 


ty 


(1(2))={[7 (2)] -3/7 + 
A 


《Za 一 02)3 一 (632 二 2 _ Drr272 
0 ee 于 


7(- 四 -全 2 于 1 全 -7 


—2)? 二 1 


cx 时 (二 [全 -+)/[(8) + 


1 


1 


【全 各 设 f(z)=e+ 二 ， 试 将 (wn?)，f(w) 用 f(w) 表 


示 出 来 ， 再 求 1(s+ 有 一 了 (8). 
解 ，f(2) 一 0 二 直 =(s+ 二 ) 一 2= [fo)] 一 2， 


了 (ca) = + 直 ={c+ 工 ) -3(c+ 过 ) 
=[f(2)]—30f (2)]. 
fr+h) 一 人 ) = (e+A+ 二 万) -(c+ 二 ) 
-4+ (一 二) zy 


若 同 时 讨论 几 个 函数 ， 便 必须 用 不 间 的 符号 下 示 不 同 的 
函数 . 表示 应 数 的 记号 ,除去 下 面 外 , 还 时 常用 了 .$B、 多 yg、 水 
9 等 等 ,写作 | 

y=F(e), y=9(0%), y=97), 
在 同一 个 问题 里 , 一 旦 指定 了 y = j (ec) 代表 某 一 个 函数 , 便 须 
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始终 用 这 一 个 符号 囊 示 这 函数 , 不 许 中 途 更 改 ， 


例如 圆周 长 及 圆 西 积 4 都 是 半径 了 7 的 函数 ， 如果 在 


同一 个 问题 里 要 用 这 两 个 函数 , 便 澳 要 选 两 个 记号 表示 它们 。 
比如 可 以 用 1 一 代表 1 一 2 用 4 一 了 (和 代表 4 一 my 


如 果 未 曾 给 函数 指定 一 个 符号 而 要 写 它 的 函数 值 ， 比 如 


要 写 加 面积 4 当 ?=3 时 的 值 ,也 时 常 写 作 4|.-s。， 这 记号 就 
代表 ww'39。 又 如 ?==a 时 i 的 值 就 写作 i 名 6= 2x6, 


人 


13， 


习 题 二 


， 试 在 物理 现象 与 日 党 生活 中 举凡 个 变量 与 常 明 的 例子 . 
- 方程 六 +z 一 1=0 中 的 x 是 常量 还 是 变量 ? 方程 2+y+1=0 中 的 


TY 是 变量 吗 ? y 是 x 的 函数 吗 ? 


.在 与 速 直线 运 动 中 , 物体 运动 的 速度 "是 常 星 还 是 变量 ? 它 是 时 间 


t 的 否 数 玛 ?9 如果 是 的 话 , 写 出 它们 的 关系 式 来 . 


. 由 函数 万 m 一 人 -3)73 十 芒 ， 求 70)、jD、7G)、7 一 纹 、 


j(-- 坷 八 fCV3) Ga. 


， 由 沙 数 p90 一 一 1, 求 pC .oa .9 二 1) Pa 一 卫 。 
， 由 辣 数 (2) 一 97 求 FCO),.FOD,F(2),F( 一 1) .Ff(2.5), 
， 设 了 (2) = 二 和 2 一 22 十 3, 解 方程 


GD) f(z) =7(0); (2) f(z) =f (~—l). 


. 已 知 ?+ 二 ~ 求 1() 一 +- 方 的 值 

. 设 由 ( 罗 一 5 一 9z, 试 汪 ( 一 芒 一 一 (2). 

. 设 Fo) 一 zaz 二 全 十 - 方 ， 求 证 下 (三 ) 一 PCa)。 
. 设 可 ( 坟 一 = 工 ， 试 证 和 (一 区 一 和 

. 设 7(z) 一 z+5. 9(z) 一 z~7, 试 解 方程 


fF) to = IF + lo |), 
设 了 了 (2) 二 (|z] 一 2 十 区, 问 w 取 什 么 值 时 : 


ree sam cu 一 < 


(1) f(r) =0; {2) fF (2) <0. 

14， 用 [2] 表 示 不 大 于 ?的 最 大 整数 ,例如 [3] 一 3, [=] 一 3, [--2. 们 = 
一 3， 作 子 数 y=[2] 及 y=[2] 一 4 的 图 象 . 

15， 有 形状 为 as+b《a 夺 0) 的 函数 叫做 线性 函 教 ， 假 设 " 是 整数 ， 有 一 
个 函数 了 (在 每 个 区 间 n<z<n+t1 之 内 ， 它 是 线性 函数 ， 又 知 
道 1( 罗 一 一 1 (n+ 去)=0， 用 数学 式 子 把 这 丽 数 写 出 来 , 并且 
画 它 的 图 条 . 


作 . 了 7 了 定义 域 . 值 域 


自 变量 5 使 泪 数 有 意义 的 取 值 范围 ， 叫 做 这 淆 数 的 定 浆 
域 ， 相 应 的 因 变 量 y 的 变化 范围 叫做 函数 的 位 域 .实际 中 的 
问题 都 有 客观 的 运动 背景 , 所 以 反 瑞 运动 过 程 的 函数 , 也 随 着 
运动 过 程 有 始 有 终 ， 因 而 其 中 的 自 变 数 和 事变 数 也 往往 限 在 
某 些 范围 以 内 ， 这 些 范 围 就 是 函数 的 定义 域 和 什 城 。 例如 自 
由 落体 如 果 开 始 降落 以 后 经 过 秒 挤 在 地 面 上 , 那么 函数 


sz 一 去 g (2.7) 
的 自 变量 只 能 取 区 间 [0, 7] 内 的 信 ， 区 间 [0, 人 ] 就 是 函数 
(2.7) 的 定义 城 ，s 的 值 一 定 在 0 与 译 9T? 之 间 ， 所 以 函数 
(2.7) 的 值 域 是 [0, 志 97?]. 52.5 例 1 中 两 个 函数 的 定义 域 


是 (0, 220] 和 (0, 50]. 

定义 域 是 函数 的 组 成 部 分 ， 没 有 定义 域 应 该 说 函数 的 定 
义 不 完备 ， 然 而 纯粹 数学 讨论 的 函数 , 没有 实际 背景 , 往往 不 
说 明 它 的 定义 域 ， 函数 若是 用 表示 式 守 出 来 的 ， 一 般 认为 定 
义 域 是 自 变量 使 表示 式 有 意义 的 取 值 范围 ， 这 一 说 法 虽然 不 
合理 ,但 是 已 经 成 了 习惯 的 说 法 . 
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ee - 


[全 起 %= 二 当 ==0 时 没有 确定 的 值 ,中 此 而 外 ,，y 都 
有 确定 的 信 ， 因 此 二 的 定义 域 是 除去 == 0 以 外 的 一 切实 


数 . 详细 地 写 出 来 就 是 (一 oo0, 0) 和 (0, 十 oo0) 两 区 间 。 这 请 
形 也 可 以 只 简单 地 写 名 0 区 数 的 值 感 记 是 除去 0 以 外 的 
一 切实 数 . 

【 例 2] 在 实数 范围 内 , 函数 y=~M 2 的 定义 域 和 值 域 
都 是 区 韶 [0, 十 0). 

【 例 3 下 列 各 函数 在 行 么 范 转 有 意义 ， 并 求 它们 的 值 
域 , 

(1) y= Vi (2) y= sin % 

1 

(3) 一 TFTCGE5- 

解 ，(1) 要 使 YY 是 实数 ， 必 须 被 开 方 的 式 子 1 一 局 是 正 
数 或 0， 即 是 土 一 好 关 0,， 或 者 说 须要 

wl1, 

即 1z| 志 1， 因 此 y= 和 I 一 ww 的 定义 域 是 一 1<w<1 或 者 说 
是 区 闻 [ 一 1, 1]. 也 数 的 值 域 是 0<y<1. 

《2) 不 论 z 是 什么 实数 ，sinz 都 有 确定 的 对 应 人 秆 , 所 以 


| 
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4=sinc 的 定义 域 是 (一 ceo， 十 oo0); 值 域 是 区 闻 [ 一 1， 十 匡 . 
3 、 
(8) 当 wm 一 一 1 或 c 一 2 时 , [TIJ 二 35 没有 意义 , 陈 此 


而 外 都 有 意义 \ 图 1-17)， 所 以 
y= TT (2.8) 
的 定义 域 包 括 三 个 区 闻 : (一 ,一 1), (一 1, 2),，(2, 十 00)。 
将 人 2.8) 变 作 z 的 二 次 方程 
wy 一 好 一 27 十 3) =0, 
由 此 解 z, 得 


oi[1+ VtD] 


从 这 晨 知 道 , 当 一 兮 <ys0 时 ， 使 = 得 虚数 。 所 以 函数 的 什 


域 是 区 间 ( 一 0] 以 外 的 一 切实 数 ， 即 是 区 间 (一 co， 一 与] 
和 (o, +o0). 
[ 例 和 问 y=In eos 在。 的 什么 范围 有 意义 ? 
解 ， 必 须 coac>0 时 in coaz 才 有 意义 (图 1-18)， 所 以 
这 函数 的 定义 域 是 无 限 多 个 开 区 间 
(akr- 到 ， 2iz 十 子 ) (p=0, 土 1, 土 2, …). 


2 


上 述 冰 数 的 定义 域 都 是 由 区 间 组 成 的 ， 但 也 可 能 不 是 区 
闻 , 而 是 一 个 数 集 (§ 41.4). 例 如 
y= ~ Inocoss 
的 定义 域 恒 是 点 集 m 一 2kx(% 一 0，+1， 土 2, …)， 最 常用 到 
的 数列 {we} (=I ，2， 8, …) 就 是 用 自然 数 作 定义 域 的 函数 
“通常 也 说 是 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 ) . 


习 题 三 
1 问 下 列 各 函数 在 < 的 什么 范围 有 定义 ? 
(GD y= Vo; (9) y= 
(3) y— V7 (4) (一 2 
(BD y=— ss (6) y= VB-zs+ VTI; 
Vr—l 
(7) y= V3-E; (8) y= 
(9) y=V1~ |z|; (10) y=lg(z—2); 
_ lg(x—2). i 
CD) y= 《12) y 一 二 
(13) y 一 55， (14) g=areeog 2 二 2. 


2 比较 下 面 两 个 函数 的 定义 域 , 说明 它们 是 否 和 等 ， 
fo=wzVz-T pla) = Vrs-1). 
3， 试 举 出 一 个 函数 , 要 它 除 去 在 5= 0、z= 一 3、z 一 4 三 点 而 外 , 对 于 其 
余 一 切实 数 z 都 有 定义 ， 
4. 作 下 列 函 数 的 图 象 : 


1 +>0, 
y=BELX= 0, z=0, 
一 1， Zz<0 


这 叫做 六 号 函数 ，; 


mr 一 


or 


、 作 函 笋 ysencosz 的 图 得 . 
， 作 下 列 函 数 的 图 象 ; 


2， 游 z< 一 
一 洪 一 l=<z<0 
f(x) -| 


[sd 


XxX， 车 0<z 拟 1， 
2， 若 1<zx 


一 Zz 一， 若 xX<0, 
ro-| 0,， 车 x»=0, 
一 3 十 J， 若 zY>0. 


求 几 -TD 了 (0), 了 (0.5), 并 作 函 数 的 图 象 . 
. 作 嫩 数 y~=2 一 1z|( 一 <z< 十 %) 的 图 象 , 


.假设 当 n<z<n+1(n=0, 1 入) 时 Fo 下， 求 了 (到 
总) ACVID),f(- 尘 ), 并 画 这 函数 的 图 象 . 


DO 名 


宛 . 合 ” 从 实际 问题 建立 西数 


”用 数学 解决 实际 向 题 ， 必 须 能 用 数学 式 子 把 问题 中 各 因 
素 之 闻 的 关系 表达 出 来 ， 如 果 是 变化 关系 , 就 必须 用 数学 式 
子 把 各 因素 之 间 的 函数 关系 表达 出 来 .这 是 用 数学 解决 实际 
问题 时 的 重要 一 环 ， 从 实际 问题 建立 函数 式 子 大 致 分 以 下 三 
步 ; 

第 一 步 ， 彻 底 了 解 问题 中 各 量 之 闻 的 关系 ， 认 清 谁 是 常 
是, 谁 是 变量 , 邹 个 变量 该 作 因 变量 , 哪个 变量 该 作 日 变量 . 

第 二 步 : 可 能 的 话 ， 画 一 个 简单 的 示意 图 ， 在 这 里 把 常 
基 、 因 变量 、 自 变量 各 用 适当 的 字母 或 符号 标示 出 来 所 要 讨 
论 的 现象 是 变动 的 , 选 一 个 不 特殊 的 情况 画 出 来 就 行 了 . 

第 三 步 ， 根 据 已 知 的 几何 知识 ,物理 知识 或 有 关 专 业 知 
识 , 分 析 各 量 之 间 的 内 在 联系 , 然后 用 数学 式 子 把 这 关系 表达 
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弄 来 , 就 可 以 得 到 所 又 的 函数 . 

[ 吝 1】 有 一 坎 演 长 是 2 尺 的 正方 形 铁皮 ， 从 它 的 四 和 
各 和 裁 去 一 个 小 正方 形 , 各 小 正方 形 的 迪 长 相等 ,然后 把 四 过 四 
出 的 部 分 折 起 来 , 作成 一 个 齿 口 的 方 盒子 。 求 这 盒子 的 容积 
和 所 裁 才 的 小 正方 形 边 长 的 函数 羌 系 . 

解 ， 问题 未 曾 说 四 角 裁 去 的 小 正方 形 如 何 摆布 ， 但 是 缀 . 
然 要 作成 正方 盒子 ， 那 么 小 正方 形 
的 各 边 一 定 要 和 原 正 方形 各 边 分 别 
平行 ， 

第 一 步 ， 正 方 铁皮 的 边 长 2 尺 
是 常量 . 设 所 裁 小 正方 撒 的 边 长 是 
V&， 方 盒子 的 容积 是 六 c 入 都 是 
变量 .we 的 变化 范围 是 区 间 (0, 1) . 
很 小 时 , 金子 的 底 大 但 是 很 浅 ，% 
逐渐 变 大 时 ， 盒 子 的 底 逐 浙 变 小 同 
时 逐 浙 加 深 可 以 认为 :六 是 随 着 z 而 变 的 ，z 该 是 自 变 量 ， 
V 是 因 变 量 . 

第 二 步 ， 作 图 , 如 图 1-19， 其 中 画 着 阴影 线 的 部 分 是 要 
裁 去 的 小 方 角 , 它 的 边 长 z 就 是 将 来 盒子 的 高 ， 媚 线 表示 折 
起 四 边 凸 出 部 分 时 的 折 疗 .虚线 围 成 的 正方 形 是 盒子 的 底 ， 
它 的 边 长 是 2~~2% 一 2(1 一 @). 

第 三 步 ， 由 于 方 柱 体 的 体积 等 于 底 画 面积 与 高 的 号 积 ， 
现在 底面 积 等 于 4 以 一 四 2?， 所 以 盒子 的 容积 是 

V=42(1 ~ 

这 就 是 所 求 的 函数 关系 . 

如 果 问 题 所 问 的 是 “使 字 的 容积 对 于 小 正方 形 边 长 的 依 
加 关系 ”就 是 问题 已 经 指定 了 z 是 自 变 量 , 是 因 变 量 , 第 一 
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步 工作 就 可 以 省 去 选择 手续 ， 谁 该 作 因 变数 谁 该 作 自 变数 的 
问题 , 以 后 在 具体 癌 题 的 文字 叙述 中 末 以 体察 出 来 ， 

【 鲍 23] 曲柄 连 杆 (图 1-20) 是 许多 机 器 的 基本 部 件 ， 连 
杆 一 端 振 在 主动 轮 轮 缘 上 一 点 4( 可 以 转动 )， 另 一 端 挂 在 滑 
顽 吾 上 (也 可 以 转动 ). 当主 动 轮 旋 转 时 ， 带 动 连 杆 运动 , 连 
杆 又 带动 滑 块 BB 往 返 移动 ， 假设 运动 开始 时 , C4 在 线段 08 
上 .主动 轮 以 等 角速度 ww 旋转， 求 滑 块 的 运动 规律 . 
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九 ， 这 里 4.B 两 点 都 是 动 点 , 为 了 分 析 运 动 关系 ,不 得 
不 暂时 把 它们 看 作 静 目的. 

第 一 步 ， 候 设 主动 轮 的 中 心 是 0, 半径 是 7, 连 丁 的 长 是 
1 主动 轮 旋转 的 角速度 是 ,7 都 是 常数 ，0 是 定点 , 因 
此 可 以 用 O 作 基 准点 来 看 如 点 的 位 置 ， 召 点 有 时 向 O 车 拢 ， 
有 时 又 离开 O 往外 走 ， 这 些 变化 集中 地 表现 为 0B 之 长 的 变 
化 .五 点 运动 的 原因 在 于 04 的 旋转 ， 04 的 位 置 决定 于 
9 一 一 BO4. 可 以 暂时 把 看 作 自 变量 ,s=OB 省 作 办 变量 ， 

第 二 步 ， 作 示意 轿 ( 图 1-21), 作 44'108、 则 0B~ 
04'+4'B， 间 题 的 关键 在 于 怎样 用 p 把 0B8 之 长 表达 出 


第 三 步 ， 由 于 04'=7rco9m, 44 一 rsimnop， 从 而 
A'B=vVP-Ad = VP en gp. 


一 43 一 


人 


图 1-21 


所 以 8=~7C089+ Vrigniy. 

已 知 主动 轮 的 角速度 是 w， 现 在 设 主 动 轮 开 始 旋转 后 经 
过 的 时 间 是 1, 那么 p 一 of t 一 0 时 , p=0。 这 时 04 在 08B 
上 ,与 问题 中 的 条 件 相 符 , 用 wt 代 殖 上 边 等 式 里 的 g, 就 得 到 
所 求 的 函数 

s=7 009 0wt+ VE—r? sin ot. 

从 这 等 式 来 看 , 必须 1>r 才能 使 右 端 对 于 一 切实 数 1 有 
意义 ， 从 物理 上 罩 这 是 怎么 回 事 呢 ? 请 读者 想 想 . 

【 例 3] 身高 6 尺 的 人 在 路 条 一 旁 沿 着 一 条 水 平 直线 行 
走 . 这 条 直线 到 灯 杜 的 距离 是 
8 尺 , 灯 高 20 尺 . 求 这 人 的 影 
长 的 变化 规律 . 

解 : 第 一 步 ; 这 里 5 尺 、8 
下、20 尺 都 是 常数 ， 人 影 长 8 

图 1 .23 是 变数 . 按 问题 的 要 求 ， 是 要 
以 * 为 因 变 数 的 . 那 末 , 用 什 
么 作 自 变数 呢 ? 情况 较为 复杂 , 为 此 首先 作 图 . 

第 二 步 ，L5 (图 1-23) 蚌 灯 杆 ， 工 是 路 条 ，LL'=20 尺 。 
oz 是 人 走 的 水 平 直路 ，FOLoc, HO-8 尺 。， 假 设 FH 是 
5 尺 高 的 行人 ，LH 与 HF 交 于 ,FS 便 是 人 的 影 长 8 


# 随 着 丈 的 位 置 而 变 ， 刀 的 位 合 固 然 可 以 说 决定 于 LF 
的 长 , 然而 Lb 与 人 的 行动 的 关系 是 间接 的 不 如 用 ~0OF 
米 决 定 万 的 位 置 。 这 样 就 可 以 说 s 的 大 小 取决 子 z 的 数值 . 

第 三 步 ，A8FH~ASLL, 那么 

-5 二 2 LL 20.4 
§ FH 5 
所 以 二 志 一 3, 或 者 说 
sl, 
根据 勾 股 定理 知道 ， LF=MOFP+LO =v 吕 十 惠 ， 把 这 
结果 代入 上 边 的 等 式 , 得 到 I 
村 二 664, 


这 就 是 所 求 的 落 数 . 

如 果 问 题 中 再 加 上 行人 的 速度 为 每 秒 3 尺 ， 管 案 就 应 该 
把 s 表示 为 时 间 # 的 耳 数 ， 应 该 怎 名 祥 改 变 上 边 的 结果 ? 请 读 
者 自己 考虑 . 


习题 四 


1. 三 角形 两 边 之 长 4、2 一 定 , 夹 角 7 不定， 试 将 三 角形 的 面积 态 用 
的 涡 数 写 出 来 。 指 出 这 函数 的 定义 域 .。 

2. 有 一 个 圆柱 形容 器 , 它 的 底 半 径 是 4 寸 , 高 是 h 寸 ， 现 在 用 水 注入 
这 容器 。 求 水 的 体积 了 与 水 深 z 的 函数 关系 .如 昧 以 每 秒 % 立方 
寸 的 均匀 速度 注水 ， 或 水 深 z 对 于 时 间 的 聊 数 关系 。 写 出 这 两 
个 通 数 的 定义 域 和 值 域 . 

3， 弹 筑 完 全 放松 时 长 度 为 号 。 把 它 的 一 端 固定 起 来 ， 再 把 它 压缩 到 
原 长 的 一 半 , 然后 用 它 推动 一 个 物体 .已 知 弹性 系数 是 试 将 物 
体 所 受 的 力 F 用 弹 渴 约 长 衰 玲 示 出 来 .如果 ?i= 吉 厘 米 ， 弹簧 于 


一 上 一 


缩 0.5 时 米 时 , 弹力 为 1 公斤， 求 下 的 表达 式 .【 注 ， 弹 力 与 弹 赞 
的 压缩 长 度 成 正比 . 

4， 哎 主 发 生 器 产生 一 个 三 角 波 ， 波 型 如 图 1-23。 试 求 电压 & 对 于 财 
闻 上 的 函数 &( 护 。 
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5.. 电灯 荆 对 于 要 4 点 的 水 平 距离 4 图 1-34) 不 变 , 铅 直 距 离 h 可 以 改 
变 ， 出 4 点 看 灯 时 ， 仰 角 为 w， 已 知 电灯 对 于 4 点 的 沼 度 与 Sing 
或 正比 ,与 上 4 的 平方 成 反比 。 试 将 照度 J 表示 为 的 函数 . 

6 人工 开 崔 的 直线 运河 经 过 相距 4 公里 的 4、 台 两 城 ( 轩 1-25)， 在 
怠 城 垂直 于 运河 的 方向 上 离 吕 城 1 公里 有 一 个 工厂 C， 从 4 城 运 
货 到 工厂 ， 先 从 水 路 到 一 地 到 ， 然 后 走 陆路 从 开 到 0。 假设 一 吨 
货物 每 公里 水 路 运费 为 < 元 ， 陆 路 运费 为 8 元 ， 求 每 吨 总 运费 与 


MB 之 交 的 王 数 关系 . 
个 
~ 
图 1-28 


7 了. 把 直径 为 30 厘米 的 木材 , 饮 成 横断 面 为 矩形 的 房 染 。 设 甜 形 的 宽 
是 b， 试 将 矩形 面积 4 党 示 为 B 的 肖 数 (图 1-26). 
8. 图 1-27 人 4BG 内 80 上 的 高 40=6, BO0=3, 00=7、 内 接 长 方 
形 DEFG 的 高 是 h， 把 这 长 方形 的 面积 仿 表示 为 的 灌 数 及 OE 
= 一 = 


图 1-25 


10. 


图 1I-27 加 了-28 


， 倒 圆锥 形 的 著 水 器 (图 二 28) 口径 与 深度 都 是 10 只 如 果 以 每 分 


钟 6 立 方 尺 的 速度 往 容 器 里 注水 ， 求 容器 内 水 深 对 于 时 间 的 依从 
关系 ， 

把 10 尺 长 的 桂子 4B 靠 在 增 上 , 它 的 下 端 44 技 每 秒 2 尺 的 速度 高 
开 雯 根 0. 

CI) 把 上 妆 下降 的 情况 用 时 间 * 的 函数 写 出 来 ; 

(3) 把 AG4B 的 面积 用 时 间 {的 函数 写 出 来 . 


.抛物 线 六 一 2pT(p> 从 上 了 P(z, 切 点 的 栅 坐 标 从 原点 开始 以 每 秒 3 


单位 的 束 度 移动 , 求 狼 坐标 y 的 变化 规律 , 如 果 “在 模 灿 上 从 5 开 
始 移动 ,y 又 按 怎样 的 规律 变化 ?假设 线 级 OP 的 分 点 @ 满足 了 入 


=?, 问 急 点 的 两 个 坐标 又 各 按 怎 样 的 规律 变化 ? 对 这 两 种 情形 者 
将 函数 的 定义 域 找 出 来 (时 间 可 以 倒 推 )。 


它 , 久 ”讨论 丁 数 的 一 些 术 语 


在 讨论 了 润 数 的 性 质 时 , 要 用 到 志 个 常用 的 名 词 ,现在 把 它 


们 介绍 一 下 。 这 里 和 以 后 ; 凡 说 自 变 数 的 变化 时 , 若 无 特 别 说 
明 , 一概 指 的 是 由 小 而 大 (代数 ) 地 连续 变化 . 


工 . 奇 孟 数 与 信函 数 
定义 和 如 有 果 了 务 数 y= 了 ftw) 对 于 定义 域内 的 一 切 z 合 于 


关系 (一 20) 一 f(2)， 便 说 f(w) 是 俩 二 数 ， 若 是 合 于 关系 


fj 一 ®) = 一 f(w), 便 说 (zw) 是 言 唱 数 . 

在 偶 函 数 的 情形 ， 若 Y= Fo) 的 图 象 上 有 一 二 0， 
便 一 定 还 有 一 点 (一 2 级 ), 而 (0 级 ) 与 (一 四，9% 两 点 关 
于 y 轴 对 称 ， 所 以 偶 函 数 的 图 象 一 定 关 于 2 轴 对 称 ， 例 如 名 
与 oogm 都 是 侦 函 数 ， 这 因 为 《一 0) 一 入 ，c08( 一 地 ) 二 COgw. 
因此 在 方程 y= 迷 及 yy 一 os 里海 5 换 作 ~ 时 方程 不 变 . 
所 以 曲线 关于 9 轴 对 秘 ( 图 1-29)， 


VW 


图 1-29 


在 奇 函 数 的 情形 ， 车 曲线 y=f(z) 上 有 一 点 (mm, 1)， 出 
于 f( 一 各 == 一 f(w) = 一 必然 还 有 一 点 (一 内， 一 纺 )， 所 以 
曲线 关于 原点 对 称 .， 例 如 只 与 snw 都 是 奇 函 数 ， 这 因为 
(一 0) ?一 一 2 sin( 一 $) = 一 sinw， 风 此 在 方程 y= 及 y= 
sinw 里 , 抬 > 换 作 一 * 时 , y 必然 也 跟着 变 号 ; 或 者 说 , 如 果 mw 
同时 变 号 ， 方 程 不 变 ， 而 这 是 曲线 关于 原点 对 称 的 条 件 
(图 1-30). 


m 呈 由 日 一 


当然 也 有 不 毅 不 偶 的 函数 ， 妈 2 一 2 二 1，9 一 2Sin ww 十 
CO3 2. 

2. 有 和 界 函 数 

定义 6 如 果 {f (lw) 的 一 切 值 都 不 大 于 茶 个 正 数 有 下， 有 即 
是 说 对 于 函数 了 (w) 的 定义 域 的 一 切 z 信 , 不等式 

|f (mI<M 

成 立 , 保 说 f(w) 是 有 芥 韦 数 ， 

例如 对 于 (一 ce, 二 co) 内 的 一 切 o [sinw|<<1, 所 以 sinw 
是 有 界 函 数 . 又 如 ~ 一 2 对 于 它 的 定义 域 [一 a, 外 内 的 
一 切 z 值 , 0 所 Ve 一 地 <q, 所 以 Vw 一 B 是 有 界 函 数 ， 

不 是 有 界 指 通 数 , 是 无 界 函 数 , 详细 地 说 , 即 是 ， 

定义 7 如 时 不论 歼 是 多 么 大 的 正 数 ,在 函数 了 (w) 的 定 
义 城 里 , 总 有 2 的 值 使 得 | fo) | 之 用, 便 说 fl) 是 无 界 范 数 ， 


例如 汪 (o#*0) 是 无 界 函 数 ， 这 因为 不 论 正 数 用 多 人 么 
大 ， 总 有 蜡 于 零 的 四 满足 |m| < 闸 ， 那么 | 十 |> 必 又 如 


5 一 她 是 无 界 函 数 ， 这 因为 不 论 正 数 戏 多 么 大 , 总 有 Y 的 值 
oi， 满 足 |oz| > 人 并 十 6， 于 是 只 > 于 十 5 从 而 一 人 MM>>5 一 只 
这 表示 5 一 是 负数 而 且 小 于 一 对 ,所 以 15 一 骆 | > 王 ， 这 时 
显然 对 于 定义 域 ( 一 so, 十 co) 的 一 切 w, 5 一 四 < 到 函数 的 
慎 最 大 不 过 85, 尽管 如 此 , 西数 还 是 无 界 的 。 函 数 仅仅 在 上 方 
或 下 方 一 看 让 界 , 还 不 能 说 它 有 办. 

-当然 也 可 以 只 在 一 个 区 间 里 (定义 域 的 一 部 分 里 ) 庶 函数 


有 界 或 无 界 . 例如 二 在 (1 十 co) 或 [一 3， 一 外 内 有 界 ， 这 多 
为 we 之 时 , | 三 |<1. 一 8<aes 和 一 2 时 ， | 二 [< 去 . 在 (0, 1) 
内 无 界 。 这 种 情形 , 一 定 要 把 区 闻 明 确 出 来 . 


3. 同 号 区 疝 

定义 8 如 果 z 在 区 间 (c, 站 内 ， 列 数 y= 了 Lz) 的 信和 都 是 
正 ( 负 ) 数 ， 便 说 (a, 人 是 了 (oo 的 正 ( 各 》 值 区 河 . 焉 值 区 疗 与 
负 值 区 间 统 称 为 同 号 区间 。 使 函数 等 于 零 的 值 ， 称 为 函数 
的 军 点 ， 

函数 的 图 象 在 正 值 区 间 内 位 于 % 轴 欧 上 方 ， 在 负 什 区 阿 
内 位 于 zz 轴 的 下 方 , 在 零点 与 和 轩 相 交 。. 

例如 og= brrC8 一 0， 土 1， 土 9,…) 是 sing 的 零点 (28m， 
2hr 十 Tm) 都 是 sino 的 正 值 区 间 ，{2hw 一 x 2655) 都 是 sinsw 的 
负 值 区 间 . 又 如 sg= 土 V5 是 5 一 2 的 零点 . (一 5 ,ww5) 
是 正信 和 区间, (一 oo, 一 V5) 与 (V5, 十 co) 是 负 值 区 闻 . 

生 . 单调 区 问 

定义 9 假设 7 的 在 区 闻 (4, 9) 内 有 定义 4 及 v2 是 
(&, 四 内 的 任意 两 点 ,而且 各 过 wo。， 如 果 总 是 了 人 81) < 了 (go)， 
便 说 fz) 在 区 间 (5, 站 内 上 和 开 , 或 者 说 flw) 是 (a, 四 内 的 上 
条 西数 ,(w, 5) 是 (wD) 的 上 升 区 间 ， 如 果 总 是 (wi) > 下 (wo)， 
便 说 了 (o) 在 区 间 (e,， 5) 内 下 降 , 或 者 说 f(z) 是 (ga, 5) 内 的 下 
降落 数 ，(c, 5) 是 (2) 的 下 隆 区 间 . 上 升 函数 与 下 降 函 数 合 
称 为 单调 函数 . 上 升 区 闻 与 下 降 区 交合 称 为 单调 区 间 . 

冰 数 的 寺 升 与 十 降 永 还是 对 于 区 疝 说 的 .许多 通 数 都 是 
在 一 些 区 间 里 上 知 , 而 在 劳 一 些 区 间 里 下 隆 . 如 果 对 于 这 洋 
的 函数 党 统 地 说 它 是 单调 函数 就 错 了 .只 有 当 函 数 在 它 的 整 
个 定义 域 上 单调 上 升 或 单调 下 降 时 ， 才 可 以 撤 开 区 间 而 说 它 
是 单调 函数 . 

如 果 从 左 往 右 看 函数 的 图 象 , 凡 在 上 升 区 间 肉 , 此 线 逐 渐 

9 注意 这 种 语气 与 “(a, ) 是 了 (x) 的 定 儿 域 ?或 7( 芒 定义 在 区 间 (a,8) 上” 

不同 。 这 时 (a 下 一 般 是 函数 了 Cz) 定义 域 的 一 部 分 ， 


升 高 , 漆 着 曲线 移动 的 点 好 象 在 上 玻 . 在 下 降 区 间 内 , 情况 恰 
好 衣 反 ， 饮 如 (一 cc, 0) 是 y 一 的 下 降 区 间 ， ?在 这 里 单调 
下 隆 . (0, +ce) 是 y= 吧 的 上 升 区 间 ，c2? 在 这 里 单调 上 升 ， 
(一 cc, 0) 与 (0, 十 oo0) 都 是 w? 的 单调 区 间 、 又 如 y=sinw 的 


单词 区 间 有 两 类 . (4, 各)(%=0, 土 1， 土 2,…) 
都 是 上 升 区 间 ，sinc 在 这 关 区 间 里 单调 上 升 . (全 
令 3 z ) (6 一 0， 二 1 土 2, …) 都 是 下 降 区 间 ， sine 在 这 里 
单调 下 降 . 
”有 的 书 把 满足 fa) <F(o) 的 (ao) 电 做 单调 上 升 函数 ， 
满足 f(o)>Fos) 的 了 (co) 叫 化 单调 下 降 函 数 . 本 书 把 前 者 
叫 散 音调 不 降 阵 数 ,后 者 叫做 单调 不 升 古 数 ， 

有 了 函数 的 图 象 ， 函 数 的 同 号 区 间 、 单 调 区 间 便 一 旦 了 
然 ， 但 是 图 象 并 不 是 解决 这 类 问题 的 根本 途径 ， 根 本 途径 是 
根据 定义 从 数量 上 审 辩 函数 的 这 些 手 质 ， 倒 是 先 有 适当 的 数 
是 分 析 , 才能 够 画 出 合理 的 曲线 . 

【 鲍 各 “是 正 整 数 ,讨论 f(c) =oz 的 上 升 与 下 降 的 情 


形 ， 
解 ， 先 讨论 >0 的 情形 . 假设 0<ca<ca, 那么 由 一 归 去 
0. 


(oa — fra) = (m1 — 29) (v1 tw 十 … 十 0 1), 
右 端 第 二 个 因子 只 -十 好 -2 十 十 吧 >>0， 折 汉子 (ci) 一 
(wz) <0, 即 是 f(z1) <Fea)， 这 说 明 因 在 (9, 十 co) 内 单调 
上 升 . 

然后 看 <0 的 情形 ， 如果 人 <cza<0， 那 么 0<< 一 四 苹 
一 w1。， 当 为 偶数 时 , w' 是 偶 函 数 , fw1) 一 了 (一 01), 了 (22) 一 


1 -~ 
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天 (一 oo)， 因此 
了 (oa) 一 站 (ca) 一 了 (一 o) —f(—e). 

根据 前 一 步 的 讨论 知道 ，f( 一 2) 一 f( 一 8) <0， 所 以 让 (ou 
一 f(%z) >>0， 这 说 明 wr 在 (一 oo, 0) 内 单调 下 降 . 

当 m 为 奇数 时 , wr" 是 奇 函 数 , (8 = 一 (一 21), (09) 一 
一 了 (一 22); 因此 

了 (cn 一 了 (ma) =f ~) —f(—w) <0, 

所 以 ?在 (一 oo, 0) 内 单调 上 秆 . 

【 例 2】 试 证 函数 glem) 一 < 二 sinaw 在 整个 数 轴 上 单调 上 
逢 . 

【证 】 假设 zi<wo, 那么 

g 81) 一 gg) = (p12) + sin wi — sin wa 
: Tt a 


BINn 
= (wi — wa) ee 时 


Fl1 一 此 3 
2 


» V1 一 必 3 
TI 5 


8 
因为 1< 


a mt 
人 <1, —1<oo8 了 sd1, 于 是 
。 你 + 一 他 3 


sin 
<¢o9 —<1， 


i 
2 Ti ta 


Sin he 
2 和 坟 二 对 2 
2 V1 Wo 


进而 0<1+eos <2. 


已 知 9 一 63 之 0， 所 以 glen) 一 glma) <0， 这 表明 gl%) 单调 
土 升 . 


看 了 这 个 例题 以 后 ， 读 者 不 难 自 己 和 证明: sinz 在 区 笨 
(2 大 一枝，21z 十 本) 内 上 升 ,在 (24m 十 至，21 十 于) 内 下 


降 ( 这 里 都 是 整数 ). 
是 否 一 切 西 数 都 在 一 些 区 间 里 上 升 ， 而 在 另 一 些 区 间 里 
下 降 呢 ? 不 ! 有 的 函数 没有 单调 区 间 ， 例如 
Do -和 1 若 。 为 有 理 娄 


0， 若 2 为 无 理 数 . 

就 没有 单调 区 间 . 

定理 ” 邵 果 单调 上 升 ( 下 降 ) 的 函数 保持 符号 不 变 ， 那 么 
它 的 倒数 是 单调 下 降 ( 上 升 ) 的 画 数 ， 

【证 】 只 证 函数 单调 上 升 的 情形 : 

假设 Fe@) 在 区 间 (se,， 引 内 单调 上 升 , 没有 零点 ,保持 符号 
不 变 ， 如 果 ci ws 都 在 (4, 幻 内 ， 而 且 中 <ea， 那 么 了 Go 过 
f(wa) 或 者 

f (v2) 一 站 (oa) >0. (2.9) 

响 然 flw) 符 号 不 变 ， Pr eo >0. 用 这 正 数 除 不 等 


式 (2.9), 得 
1 1 


Foy Fy 
这 说 明 1/f(w) 在 (a, 5) 内 单调 下 降 . 3 
5， 启 期 函数 
定义 10 ”如 果 有 一 个 不 等 于 零 的 常数 4a, 对 于 函数 (8) 
定义 域内 的 一 切 2 值 , 能 使 等 式 : 
(cz 十 G) 一 了 oo) ‘2.10) 
成 立 , 便 说 了 (是 周期 王 数 . 
如 果 Fe) 在 全 数 轴 上 有 定义 ，(2.10) 式 在 定义 域内 处 处 
成 立 , 显然 对 于 任何 整数 ,一 定 也 能 使 


foetha) =f (eo) 

成 立 ， 所 以 f(z) 若 是 启 期 函数 ,可 以 用 作 《2.10) 中 的 4 的 数 
有 无 限 多 . 

定义 11 在 周期 函数 的 条 忻 (2.10) 中 , 如果 & 有 最 小 正 
值 ,这 最 小 正 值 叫做 fo) 的 最 小 周期 , 简称 局 期 . 

8$ 2.5 例 2 中 的 铝 齿 波 是 周期 函数 ， 它 的 周期 是 1， 图 
1-16 的 函数 也 是 周期 函数 , 它 的 周期 是 <。 周期 函数 的 图 象 
本 做 周期 曲线 . 周期 函数 的 一 切 性 质 ， 必 然 按照 周期 而 循环 
出 现 。 所 以 讨论 周期 函数 , 只 讨论 它 的 一 个 周期 , 就 能 知道 它 
在 整个 定义 域 上 的 情形 ， 作 周 期 函数 的 图 象 ， 也 只 须 先 画 出 
它 一 个 周期 的 则 线 , 其 他 周期 都 可 以 照 措 . 

三 角 oil 正弦 与 余弦 的 周期 都 是 2x， 正 
切 与 余 切 的 周期 都 是 


也 .10 ” 数 的 图 象 


前 段 关 于 函数 
y=sing (2.11) 

已 经 陈述 了 许多 性 质 ， 现在 把 这 些 结论 集中 在 一 起 ,借以 说 
明 如 何 从 函数 的 性 质 去 推测 函数 的 图 象 . 

(1) sing 是 奇 函 数 , 所 以 (3.11) 的 图 象 关 于 原点 对 称 . 

《2) 因为 ;sin zj 入 1， 那 么 函数 有 界 ， 所 以 42.11) 的 图 象 
介 于 两 直线 y== 土 1 之 间 . 

(3) sinw 是 周期 沙 数 , 周期 是 25.” 所 以 《2.11) 的 图 象 是 
周期 为 2xr 的 周期 曲线 ， ， 

(4) w=kx(k=0， 土 1， 土 2,…) 是 零点 , 所 以 图 和 象 与 z 轴 
交 于 (kn,，0) 各 点 . 

(5) 2b, 2hm+) 是 正 值 区 间 ， 2h mz，2k7) 是 负 值 
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芭 阅 , 所 以 图 象 在 第 一 类 区 阅 里 处 于 z 轴 . 上 方 , 在 第 二 类 区 间 
里 处 于 2 轴 王 方 . 


(6) (a 
a 所以 图 象 在 前 一 类 区 间 里 上 升 ; 在 后 
一 关 区 间 里 下 降 . 


这 是 讨论 函数 的 一 个 范例 .为 了 认识 函数 的 简单 性 质 ， 
应 该 对 于 它 作 这 样 的 初步 讨论 .讨论 的 步骤 大 致 是 ， 

第 一 步 ， 钳 它 是 偶 函 数 还 是 奇 函 数 ， 是 否 有 界 ， 有 疱 半 
期 . 

第 二 步 ， 审 查 它 的 定义 域 及 零点 . 

第 三 步 ， 检 查 它 的 同 号 区 间 及 单调 区 闻 . 

这 也 是 画 函 数 图 象 的 准备 工作 . 一 般 总 是 把 讨论 函数 与 
绘制 图 象 合并 进行 每 讨论 一 步 便 在 图 纸 上 按 照 结论 作出 适 
当 的 标志 . 例如 知道 函数 有 界 , 便 把 界线 画 出 来 ,知道 了 零 
点 , 便 把 它们 标 在 加 上 . 

”这 里 困难 的 一 步 , 是 检查 函数 的 单调 区 间 、 按 我 们 目前 
的 知识 ,还 不 能 很 好 地 解答 这 个 问题 ， 将 来 会 学 到 一 种 较 好 的 

方法 ， 现 在 只 能 尽力 为 之 ， 

【 例 】 讨论 函数 

Sin —, 0, 


"7o-| < 
0, w=0. 


了 


解 ， 因 为 光 (~ 驴 ~ 徊 (一 5) 一 各 去 一 了 人 ,所 


以 f(z2) 是 奇 沙 数 , 图 象 关 于 原点 对 称 ， 
因为 对 于 一 切实 数 m 永远 有 |sin 过 | <1， 所 以 了 (e) 有 


界 , 图 象 在 两 直线 y- 土 1 之 间 ( 在 图 纸 上 画 B'B, OrO 两 直线 
者 示 % 一 土 D)，@ 可 以 取 任何 实数 , 说明 图 象 向 左右 能 延伸 到 
无 穷 远 . 

"| 中 站 所 以 0 和 二 - 孝 是 
零点 (在 2 加 上 标 出 二 ， 芝 ， 如 -，… 各 点 )， 


1 及 工 sh 1 
< < 可 -及 二 <o<+oo 时 ， 2hr < < (2 


1) 及 0< 二 <n. 这 时 f(g)}>0, < 
到 一 co 坪 b 挟 - 工 时 ， (Qh+D)r<i (to) 及 一 vw <<w< 
0， 这 时 (ww) <0. 

ap I ka 时 , 去 由 eh 
倒退 到 (26 一 地 x，sin 二 由 1 下 降 到 一 1 “由 生前 进 到 


十 ce 时 ， 二 由 至 倒退 到 0， sin 土 由 1 下 降 到 0. 所 以 
2 2 2 
er pT) 及 (各 十 co 是 Fo) 的 下 降 区 间 . 
2 2 9 
同 理 (way pr) a 一 三 ) 是 7 四 的 上 秀 


区 筒 . 


to 


SS 


1-31 的 曲线 是 这 函数 的 图 象 . 


习 人 题 王 


- 人 指出 万 个 是 俩 高 数 ， 哪个 是 奇 函 数 : 


(DD YY 一 (2) y= 
(3) y= 一 ; 
7—1, zx<0, z+2, 一 2<zX< 一 
(DD y= 0, w=0, (5) y= 1, —l<zrz<l, 
T+1i, Zz>0; 2—7, 1<r2; 
(6) y=|z+1|+|s—1l, . 


. 证 明 馈 2 在 区 同 (一 所 ， 撮 ) 内 无 界 , 


. 证 明 阴 数 4 一 必 在 区 间 (一 各 ,与 ) 内 有 界 ， 


。 es Fe 
. 证 有 明 f(z) = 在 区 间 人 ， 十) 内 上 升 ,在 区 间 ( 一 忆 ， ORT, 


。 从 函数 
2， z<—1, 
1—z, 一 上 <%<UD， 
f= 1+z, 0O<2<1, 
2, 1<%. 
的 图 象 说 明 它 的 单调 区 间 和 同 号 区 间 . 

.下列 各 函数 中 , 哪些 是 周期 函数 ?说 明 它 的 周期 : 
{1y 区 一 Bin2 x; (2) 4 一 Sn 22; 
《3) V 一 cos(Z 一 2 ; (4) 17 一 oos2; 
(5) % 一 cos 30; (6) V 一 不 QIzX; 


(7) 2 一 Bina(zZ 十 1)， 


.证 明 函 数 fo) 一 2 一 [四 是 周期 函数 , 局 期 是 二 
- 证 明 ， 


(1) 两 个 偶 函 数 之 和 是 偶 序数 ,两 个 麻 函 数 之 和 是 奇 济 数 ; 
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(2) 两 个 侦 苑 数 或 两 个 奇 函 数 的 得 积 是 偶 函 莪 ， 一 个 偶 函 数 与 一 
个 膏 泽 数 的 荚 积 是 素 通 数 . 
10. 常量 东 部 是 侦 范 数 ,还 是 柯 妆 数 ? 是 否 月 春 ? 征明 它 是 周期 函数 ， 
ij， 试 证 医 数 
1， 若 zz 为 有 理 数 ， 
f=! 车 为 光 感 数 

为 偶 函 数 . 任何 有 还 数 部 是 它 的 周期， 任何 无 理 数 都 不 是 它 的 周 

123， 讨论 下 列 各 函数 并 且 天 出 它们 的 图 象 ， 


SR 中 wa! ， 
(1) y= 7 ) 2) yi 
2 
《39》 YT (4) Y=6in zx? 
(5) y- 态 二 - (人 2.6 例 3)。 
分 .11 反 函 效 


一 个 变化 过 程 中 的 两 个 变量 同时 变化 ， 一 般 很 难说 包 一 
个 的 变化 一 定 是 自发 的 ， 哪 一 个 的 变化 臣 被 动 的 。 便 邵 陋 丙 
积 与 半径 的 变化 总 是 同时 发 生 ， 并 不 是 半径 先 变 ,面积 后 变 ， 
前 边 说 过 ,面积 4 是 半径 > 的 函数 ; 
A=7’. (2.12) 
那 只 是 由 于 技术 上 的 需要 认为 它 这 样 ， 了 而 不 是 本质 上 站 光 ， 
其 实 未 尝 不 可 以 说 半径 7 因 面 积 4 而 变 : 
gy 
Nz 
这 就 把 7” 汗 作 和 4 的 函数 了 . 
定义 霓 用 已 知 效 数 y=f (wm) 的 对 应 规律 ， 把 yy 看 作 自 
变量 , > 看 作 因 变量 而 确定 的 函数 
t=y(y) 


叫做 7(o) 的 反 冰 数 ; 棚 对 地 把 随 (叫做 直接 函数 . 

如 果 f 了 (2) 是 代数 式 子 ， 有 时 可 以 从 方程 y 一 了 (w) 解 7 而 
得 出 p(y) 来 , 但 是 一 般 来 说 未 必 能 解 出 2 来 ,比如 $83.9 例 2 
的 函数 就 这 样 ， 另 一 方面 可 能 不 止 有 一 个 wz)， 例如 搬 开 
几何 意义 而 单 从 方程 (2.12) 解 7 的 话 ,应 该 有 两 个 结果 


A 
了 一 + 

这 就 是 说 有 两 个 反 函 数 . 两 者 的 定义 域 都 是 函数 (2.12) 的 什 
域 ，0 守 4A 二 十 oo， 

从 直接 函数 的 图 象 来 看 , 如 果 曲 线 连 续 , 而 任意 一 条 平行 
于 4 轴 的 直线 与 y=f (wm) 的 图 象 最 多 有 个 交点 ,那么 便 有 万 
个 反 函 数 ， 例 如 假定 图 1i-32 所 夯 的 曲线 4BCD 是 函数 
y 二 了 (wm) 的 图 象 ， 直线 y=p 和 曲线 能 交 于 P、Q@、 卫 三 点 (最 
多 )， 这 表示 对 于 y 的 每 个 值 ,有 zx 的 三 个 值 和 它 对 应 , 所 以 
应 该 有 三 个 反 函 数 . 每 个 反 函 数 的 自 变 量 分 别 是 4B、OB、 
OD 三 段 曲 线 上 的 点 的 纵 坐 标 ， 因 变量 则 是 横 坐 标 。 如 果 B、 
0 的 纵 坐 标 是 5 和 及 ,那么 这 三 个 反 函 数 的 定义 域 便 是 区 间 
-oo0<y<h, hy<h hx<y< 征 oo。 这 样 看 来 , 可 以 概括 地 
说 ， 连 续 函 数 y 一 f(g) 用 个 单调 区 间 , 就 有 九 个 反 黄 数 . 

【 例 1] 求 下 殉 函 数 的 反 函 数 ; y 


BC—1, 5) 


一 5o2 一 10z2， os 


2 .13 
3%, v>0. 4 ) 


yj =| 


解 : 当 Z<0 时 ， 
7 =5-5Co+Ta<5 
f( 一 直 =5、 因 而 B( 一 1, 七 是 曲线 的 一 个 峰 顶 ( 图 1-83) .所 
《0, 二 co) 内 又 上 升 ， 函 数 有 三 个 单调 区 间 ， 应 该 有 三 个 反 郴 
数 . 
由 方程 y= 一 5e” 一 10w 解 ,得 
A - -1 于 Vi 三 775. 


所 以 三 个 反 画 数 是 
t=—1—-Vi—y/b, —oo<y<$, (2.14) 
zz 一 一 1 二 AI 一 75，0<9%<5， (2.15) 
wy 0<y. (2.16) 


这 里 出 现 的 问题 是 ， 反 函数 多 于 一 个 时 ， 要 哪 一 个 ? 在 
实际 问题 中 , 要 合 于 实用 的 那 一 个 。 人 恒 在 函数 没有 实 指 的 时 
候 ， 则 应 该 者 考虑， 但 是 这 又 发 生 问 题 了 ， gy 一 sinw 的 单调 
区 间 无 穷 多 ， 那 么 反正 弦 函 数 岂 不 应 该 也 有 无 穷 多 ? 对 的 ， 
应 该 是 无 窃 多 个 ， 通 常 把 w 一 aro siny 的 四 变量 ” 限 在 
[~ 每 , 至 | 之 内 ， 仅 仅 是 便于 使 用 的 一 个 反 函 数 ， 其 他 反 三 
角 通 数 同 样 有 这 问题 . 

反 函 数 的 自 变 量 与 因 变 量 ， 就 是 直接 函数 的 因 变 景 与 自 
变量 ， 两 个 变量 互相 对 应 着 的 一 组 一 组 的 数 并 没有 打 乱 ,只 
是 把 对 应 同 被 对 应 的 地 位 交换 了 而 已 。 从 图 象 来 说 ， 变 数 2 
还 是 沿 着 模 轴 来 取 , 变数 y 仍旧 沿 着 纵 轴 来 取 ， 只 是 按 反 函 
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数 来 看 待 两 个 变量 的 对 应 关系 时 ， 我 们 心里 要 记 住 这 时 纵 轴 
是 自 变量 的 轴 , 而 横 轴 是 因 变 量 的 轴 , 所 以 直接 函数 与 反 昭 数 
实际 上 反映 同一 个 图 象 . 
讨论 应 数 的 习惯 , 都 是 用 % 作 自 变量 , 用 y 作 因 变 量 . 前 
面 所 说 的 9 一 ae) 的 反 郴 数 ec 一 pf 与 习惯 不 合 , 所 以 又 往往 
把 反 廿 数 w 一 gp(y) 里 的 @ 与 9 对调 过 来 , 改作 
y= p(w) 
然后 说 这 是 y= 了 lw) 的 反 函 数 ， 例 如 把 (2.14)、 (2.15)、 
(2.16) 里 的 wy 对 调 了 ,改作 
9 一 一 1 一 ww/6， 一 co<os5， 
y=—1+Vi-e/b, 0<co<5， 
y~ 语 wv, 0O<g. | 
然后 说 这 三 个 前 数 是 (3.13) 的 反 函 数 . 这 当然 和 原来 的 2 一 
9( 臣 形状 不 同 。 为 了 便于 区 别 ,本 书 说 z=g( 引 是 本 义 反 通 
数 ，Y = (外 是 矫形 反思 数 ， 当然 一 个 单调 函数 的 反 冰 数 
只 有 一 个 ， 所 谓 本 义 反 函数 与 矫形 反 函 数 仅 仅 是 一 个 反 状 
数 的 两 种 者 示 方法 ， 不 要 错 以 为 一 个 单调 函数 有 了 两 个 反 函 
数 . 
本 义 反 函数 的 图 象 上 有 一 点 (ec，2， 娇 形 反 函 数 的 图 象 
必 有 一 点 (5 @)。 这 两 点 关于 直线 yw 对称 、 所 以 黎 形 反 
函数 的 图 象 与 本 义 反 函 数 的 图 人 象 关于 直线 yw 对 称 、 也 就 
是 矫形 反 范 数 的 图 象 与 直接 函数 的 贺 象 关于 第 一 第 三 两 象限 
的 角 平 分 线 对 称 。 如 果 画 图 象 的 纸 是 透明 的 ， 先 画 好 了 直接 
函数 的 图 象 , 然后 把 图 纸 绕 着 直线 y~=% 转 180°", 将 纸 面 上 下 
猎 过 来 ， 这 时 愿 米 的 傣 轴 变 成 了 ww 轴 ， 原 来 的 模 轴 变 成 了 y 
办, 而 漂 来 y= 了 (w) 的 曲线 就 变 为 y=p(w) 的 曲线 . 
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[ 鲍 3】 y~ 闻 ”的 本 义 反 邱 数 是 c= 土 2V， 矫形 反 
函数 是 y= 士 2\/ 到、 图 象 加 图 1-34 所 示 . 


图 -$$ 和 


为 什么 要 这 样 丙 种 反 函 数 呢 ?因为 它们 各 有 各 的 应 用 价 
信 . 值得 专题 讨论 的 反 函 数 , 如 反 三 角 画 数 .对 数 函 数 等 ， 自 
然 应 该 用 锋 形 反 函 数 表 示 。 而 在 某 个 问题 中 , 暂时 用 一 下 的 
反 函 数 , 便 不 必用 矫形 反 画 教 ,而 用 本 义 反 函 数 即 可 . 

[ 鲍 3] 求 y= 享 (0 一) 及 y 一 训 (e"+e 的 娇 形 反 
函数 (这 里 。 是 自然 对 数 的 底 )、 

解 ， 诺 y= 十 (0" 一 6 得 

0 — 2ye*—1=0. 
以 为 未 知 数 , 解 得 ey 土 MP 二 1, 会 去 负 根 y 一 VP 十 1， 
取 对 数 
=In(ytr V+1), 
改 为 娇 形 反 函 数 便 是 
y=In(s+ vr +1i). 
由 y= 言 (*+0 得 和 一 2yer+1=0. 完全 和 上 边 一 样 ， 


稻 得 wp= Im(y 土 \/ 史 一 。， 蛮 为 矫形 反 函 数 便 是 
zy 一 了 人 2 士 Wo 一 工 ). 

定理 ”假设 直接 函数 y=f(w) 的 曲线 是 工 (图 1-82)， 它 
的 姥 形 反 丙 数 y=g(2) 的 曲线 是 上 H， 如 时 4B(BO) 是 上 上 
单调 上 升 (下 滋 ) 的 一 段 峻 线 , 那么 上 和 它 对 应 的 那 段 曲线 

一 定 也 是 单 说 上 升 ( 下 降 ) 的 . 

详细 一 点 说 , 即 是 : 如 果 函 数 f(@) 在 区 间 (a， 区 而 四 5 弟 
调 上 升 到 dg， 那么 p( 办 便 在 区 间 (o, 鸭 内 由 < 单调 上 升 到 2 
如 果 je) 在 区 间 (c, 5) 内 由 c 单调 下 降 至 4， 那么 9(@) 便 在 
区 间 (Q, 0) 内 由 5 单调 下 降 到 &. 

[证 】 假设 (ei, 91) 与 (ea Ya) 是 一 条 曲线 同一 个 单调 区 
间 里 的 两 点 。 那么 根据 § 2.9 单调 亢 数 的 定义 ， 这 曲线 所 民 
来 的 函数 单调 上 升 , 必然 且 只 需 


(@1— 2) (0 一 的 ) >0; (2.17) 
函数 单调 下 降 ， 必然 且 只 需 
C1 ~— a) C1 — 8a) <0. (2.18) 


现在 假设 f(@) 在 (a, 引 内 单调 上 升 ，ws, ws 局 于 (ec，2)， 
si 一 8a 一 f(z2), 必然 (2.17) 式 成 立 ， 但 是 , 这 时 六 ，g 
局 了 区 间 C， 人 中， 一 9 (1)， 加 一 (ly)。 于 是 《2.17) 又 是 
gp( 引 单调 上 升 的 充分 条 人 忻 . 

单调 下 降 的 销 形 , 用 不 等 式 (2.18) 证 明 .、 全 


” 史 .12 多 元 沙 数 


先 君 一 个 例子 ,一 定 质量 的 气体 ， 它 的 压强 卫 对 于 体积 
及 温度 工 的 依从 关系 是 


其 中 是 常数 .长方体 的 体积 六 对 于 长 度 & 宽 度 5 及 育 典 
0 的 依从 关系 是 
V=ade, (2.20) 

在 (2.19) 里 或 的 变化 ,都 会 引起 卫 的 变化 ,PP 是 TT 与 V 
两 个 自 变 量 的 函数 .在 (2.20) 里 4&8. 三 者 任何 一 个 的 变化 
都 能 使 改变, 这 是 &.?3、c 三 个 自 变 量 的 函数 . 

定义 18 如 果 对 于 % 个 变量 wv1, 5,，…, zn 的 每 组 值 ， 变 
量 y 必 有 确定 的 对 应 值 ， 便 说 yy 是 mm, wo，…, wo 的 通 数 .ow 
ro,…, mr 称 为 自 变 量 ,，y 称 为 因 变 量 、 因 为 有 % 个 自 变 量 , 所 
以 称 9 是 mm 元 函数 . 

详细 地 说 , 有 两 个 自 变 晶 的 函数 称 为 二 元 函数 ,有 涯 个 自 
变 景 的 函数 称 为 三 元 函数 , 如 此 类 推 , 笼统 地 说 ;， 凡 自 变 量 多 
于 一 个 的 函数 就 叫做 多 元 函数 祖 对 地 说 ,以 前 讲 的 只 有 一 
个 自 变 量 的 函数 中 做 一 元 函数 ,多 元 通 数 用 

(oo 

等 符号 表示 .、 如 果 以 2、g/ 为 自 变量 ，z 为 因 变 量 ， 就 记 作 
2 一 (2 9); 以 w.y、z 为 自 变 量 的 函数 就 记 作 w=f(w, y， 
2 、 多 元 函数 符号 的 其 他 用 途 , 和 一 元 函数 的 情形 一 样 。 亿 
如 (5， 3, 一 2) 表示 函数 f(s， 2 2 在 2= 吕 ， y=3, 二 一 2 时 
的 值 . 

一 元 政 数 的 微分 学 与 一 元 函数 的 积分 学 其 讨论 一 元 函数 
的 问题 ， 多 元 函数 是 多 元 函数 微 积 分 研究 的 对 象 ; 现在 不 作 
深入 的 讨论 ， 


习 题 六 


1. 求 y=f (2z) 二 27 一 5 在 区 间 L1, 5 内 指 反 函数 ， 并 且 画 这 两 个 省 数 
的 图 象 。 


=~ 析 元 一 


sn tls 


2. 求 习题 四 时 第 2 .第 9 两 题 答案 的 反 函 数 , 


3， 求 y 一 2 二 。 的 矫形 反 函 数 。9, acv& 有 什么 关系 时 反 函 数 与 


接 函 数 完 全 相同 ? 

4. 试 证 y=z?- 了 是 3 一 ArTAOTT Te 的 妖 形 反 函 数 ， 检 查 这 
两 个 函数 的 定义 域 与 值 域 . 

5§， 把 本 义 反 饮 数 代入 直接 函数 ,得 什么 结果 ? 


_ [farctg(zi) 1 .1 1 
6. 求 z 一 [名 这 从 | 在 c= 各 G+V3 引 和 y= 于 (一 VED 时 


的 值 , 
7， 设 7 拉 =22+ 妨 一 2y 霹 芝 , 求 fiz, 的),、 


第 三 节 初等 函数 


3.1 基本 初等 落 数 


有 一 类 函数 叫做 初等 函数 , 它们 的 实用 价值 很 大 , 在 探讨 
说 数 的 分 析 方 法 时 , 经 常用 它们 作 样 品 . 为 了 以 后 的 应 用 , 必 
须 先 把 它们 提出 来 特别 介绍 一 下 . 

一 切 初等 阔 数 都 蚌 由 有 限 个 基本 初等 遂 数 构成 的 ， 所 以 
必须 先 讲 基本 初等 鲨 数 ， 基 本 初等 函数 包括 里 函数 ,指数 隐 
数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 、 反 三 角 函 数 。 下 面 按 次 序 逐 个 地 介 
绍 它 们 . 


33. 允 ”天 函数 


宕 函数 指 的 是 形式 为 
Y= 0 
的 函数 , 其 中 a 是 辕 定 的 实数 无 论 4 是 什么 实数 ， 本 本 的 国 
象 都 通过 点 (1, 4)， 


1. g 是 正 英 煞 谓 
冰 数 
4 一 入 

在 整个 数 轴 上 有 定义 .$2.9 例 1 已 经 讨论 了 它 的 奇偶 信和 
单调 巡 间 ， 图 1-35 面 了 n=1, 2，3 时 的 三 个 图 象 . w= 二 1 时 
是 直线 , 0%=2 时 是 抛物 线 , m%=3 时 的 曲线 叫做 宇 方 抛物 线 . 

在 区 间 ( 一 1, 切 内 , n 越 大 , 晶 线 靠近 原点 的 部 分 越 平 越 
接近 于 & 贺 .在 (一 1, 4) 以外,n 越 大 曲线 越 陡 . 


ek 


TB] 


附注 ” 污 者 可 以 借 反 浅 数 的 性 质 批 测 y~ct 的 图 象 ， 参 


阅 图 1-38. 
2. a 是 仙 幕 数 一 n(n>>0) 
这 时 函数 是 
pe 


它 只 在 2=0 时 无 定义 ， 在 是 侦 数 时 , - 志 是 个 函数 ， 永 远 
y>0, 曲线 在 。 轴 上 方 , 关于 y 轴 对 称 ， 在 (一 oo, 0) 肉 , 由 于 
人 单调 下 降 ,可 知 -二 单 证 上 天 GS 2.9 定理 ). 同 理 在 (0, 十 co) 


一 8 一 


内 , -去 - 单调 下 降 . 为 奇数 时 ,一 
对 称 ， J 0) 肉 9<0i 在 (0， 十 ceo) 内 49>0. 在 两 个 区 
降 《 读 者 补 证 ) .在 区 闻 ( 一 二 0) 及 OO, 1) 


内 ， 到 源 增 大 时 ; 基线 逐 浙 变 能 ， 在 (一 02, 一 了 及 (1, 十 cc) 
内 , m% 逐渐 增 大 时 , 阳线 逐渐 
问 如 轴 靠 近 . 

1-37 画 了 a= 一 浅 
一 2， 一 的 三 个 图 象 . 

3., a 是 有 理 数 p/g 

这 里 9,9 是 整数 , g 之 0， 
按照 分 指数 的 定义 

P= (《&A )? 

对 于 一 切 非 负数 & 都 有 确定 
了 的 意 义 . 然而 当 必 <0 时 , 有 
许多 不 能 排除 的 麻烦 、 当 a Rt 
是 无 理 数 时 , 问题 更 复杂 、 所 以 在 许多 书 中 对 于 蹇 阔 数 ?一 
概 规 定 w>0、， 本 书 规定 a 是 正 负 整数 时 , 允许 « 是 负数 , 其 
余 情 形 也 呈 人 允许 ec 关 0. 四 

先 讨论 py9>0 的 情形 , 在 这 里 又 先 讨 沦 p/g>>1 的 情形 ; 
假定 0<e,<e， 屠 么 3?< 虽 "， 泣 数 在 (0， 十 o0) 内 单调 上 
逢 .在 区 疝 (0, 了 内 沿线 位 于 直线 y=w 之 下 , 2/9 越 大 , 曲线 
越 低 ; 在 区 闻 人 L， 十 ce) 内 ， 聘 线 位 于 直线 yy 一 2 之 上 ，2A9 越 
大 , 曲 北 越 高 ， 图 象 与 图 1-35 所 画 的 曲线 格 似 ， 

当 0<p/g<1 时 ,y=wr7 的 娇 形 反 函数 是 y 一 we?(g/p> 
1)， 两 者 的 图 象 关于 y=g 对 称 。 所 以 y~w?" 的 盟 线 与 图 
1-36 所 画 的 曲线 相似 . 


» 
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a=p/g <<0 时 , 迪 在 人 0， 十 cc) 肉 单调 下 降 ， 曲 线 弯 曲 的 
形状 与 图 1-37 中 第 一 象 眼 的 跑 线 相似 . 

4. a 是 无 理 数 

这 时 ”的 概念 和 性 质 都 很 复杂 ， 现 在 只 能 说 ,如果 a 与 
有 理 数 7 很 接近 时 , 那么 we 的 图 象 也 和 允 的 图 象 很 接近 . 

总 括 起 来 说 , 2 在 第 一 象限 的 图 象 , 按 a 的 正 负 分 两 类 ; 
a>0 时 ，, 又 按 a 大 于 或 小 于 1 分 两 种 形式 . a>1 时 , 败 线 象 
图 1-35 的 曲线;0<a<1l 时 , 曲线 象 图 1-36 的 曲线 ;a<0 时 ， 
图 象 与 图 -87 中 第 一 象限 的 部 分 相似 、 


SS.3 指数 鱼 数 
假设 常数 a>>0, 形状 为 


Y= ， 
的 西数 叫做 指数 函数 .0 一 时, 9 等 于 常数 了 通常 说 指数 本 
数 时 , 往往 扳 开 这 种 情形 ， 由 
”外 对 于 一 切实 数 w 有 意义 ， 定 义 域 是 整个 % 轴 ， 不 论 4 

是 什么 实数 , 永远 y>0, 图 象 只 能 在 s 轴 上 方 。 这 种 情形 就 
说 画 数 有 下 界 , y 一 0 是 它 的 下 界 . 
不 论 0 是 什么 正 数 ,yls-o 一 1, 所 以 图 象 一 定 通过 《0, 1) 
网 

假设 <ws, 那么 a 一 6% 一 a (一 we"4)， 因为 wa 一 
>0， 如 时 eg>1， 那 么 eer2a>>T， 从 而 一 ora <0， 又 从 而 
om 一 om<0， 就 是 永远 a*<am%， 所 以 函数 在 整个 数 轴 上 单调 
上 升 . 同 理 当 g<1 时 , 函数 单调 下 降 . 

a>1 时, 复线 在 左 方 趋 近 = 轴 ;6<1 时 , 曲线 在 右 方 趋 近 
2 轴 , 所 以 轴 是 9= 呈 的 渐 近 线 、 

如 果 <a<5, 则 当 w>0 有 时 ，o< 王 如 曲线 9 一 天 在 曲线 


— 后 g -一 


y 一 a" 之 上 ; w<0 时 , a* 之 6 申 线 y 一 如 在 曲线 y=a? 之 下 ， 
如 果 0<e<8<1, 情况 正好 相反 ， 这 说 明 e 从 大 于 工 的 数 逐 
渐变 小 时 , 曲线 y=a" 的 左 半 (第 二 象限 里 的 部 分 ) 逐 渐 升 高 ， 
右 半 逐 渐 降 低 ,整个 曲线 逐渐 平 直 .到 4 一 1 时 , 变 成 水 平 直 
线 . 如 果 a 继续 变 小 , 左 半 逐 渐 超 起 , 右 半 继续 下 降 , 变 成 单调 


下 降 币 线 ， 有 趣 的 是 ,由 于 ( 工 ) -or 而 y-o 与 9 一 (二 ) 
( 即 % 一 4 人 的 曲线 关于 轴 对 称 . 

图 1-38 画 了 o*，( 二 和 姑 的 图 象 , 其 中 认为 1<a<a， 
指数 函数 的 图 象 思 做 指数 夫 线 . 


时 1-38 


附注 ”时常 需要 我 们 判断 同一 个 正 数 的 不 同 次 方 麦 谁 大 
谁 小 ; 不 同 的 两 正 数 的 同 次 方 舌 谁 大 谁 小 。 指数 出 线 能 儿 助 
我 们 很 快 地 回答 这 两 个 问题 不 论 2 与 & 谁 正 谁 负 只 莫 
P<9( 代 数 地 ), 则 ; 

当 se>t 时，a?<aa (a* 单调 上 升 } 
当 g<1 时 ，q>aa 《as 单调 下 降 ). 
营 0<c<5， 则 
当 w&>0 时, a:<b* 《有 从 右 半 做 线 比 较 )#; 
当 w<0 时 ，a> 姑 《从 左 半 曲 线 比 较 )。 


以 后 用 得 较 多 的 指数 函数 基 
Y= 


这 里 6=2.71828… 是 自然 对 数 的 底 . 


3S.4 对 数 丁 数 
指数 求 数 y=a* 的 娇 形 反 语 数 叫 艇 对 数 数 , 记 作 
y=l0gow. 

a 叫做 对 数 的 底 ,0<a 允 1， 指 数 栈 数 的 什 域 (0 十 oc) 是 对 数 
， 函数 的 定义 域 ， 指 数 函 数 的 定义 
域 ( 一 co, 十 co) 是 对 数 函 数 的 人 
域 .图 象 可 以 按 反 函 数 的 关系 从 
图 1-38 转 置 过 来 ， 冲 做 对 款 曲 

对 数 曲 绕 一 定 通过 (1, 0) 
点 ，a>> 工 时 单调 上 升 ，e<1 时 
单调 下 降 ， 都 以 Y 轴 为 渐 近 线 . 

图 -39 底 大 于 工时 ， 底 越 大 ， 曲 线 在 点 
(4, 0) 以 有 的 部 分 赴 低 , 以 左 的 部 分 越 高 ， 底 小 于 时 , 情形 
与 此 相反 。 

y 一 logovw 与 y~logi2 的 曲线 关于 必 轴 对 称 . 图 1-39 中 

画 了 底 为 ,二 和 的 对 致 曲线 ,其 中 认为 1<a<8. 


实际 计算 中 , 习惯 上 用 常用 对 数 。 这 种 对 数 以 10 为 底 ， 
记号 是 ig, 有 详细 的 函数 胡可 查 . 以 后 我 们 多 灶 用 自然 对 数 ， 
即 是 以 e 为 底 的 对 数 , 也 叫做 讷 伯 汞 对 数 , 记 号 是 
假设 5、 是 不 同 的 两 个 正 数 , 并 且 
好 一 六 (3.1) 
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那么 p=1logs,3。 在 (8. 了 的 两 端 以 6 为 底 取 对 数 , 得 Hiogva 二 
1， 印 是 
logs 9:1og, & =1. (3.2) 

供 这 个 基本 关系 ， 可 以 把 用 作 底 的 对 数 变 成 用 5 作 底 

的 对 数 . 这 站 做 对 数 柳 放假 设 
logs w= ©, 
那么 w= a7. 
为 底 两 端 取 对 数 , 得 
log: tw =p 10g 0 = 10g, "1l0gow, 

根据 (3.2), 得 


logs w= 控 学 . {3.3) 


这 表示 YY 一 logogw ee 把 则 
线 y 二 loga% 的 点 的 纵 坐 标 弱 以 二 万 5 , 便 是 曲线 log,%w 上 对 
应 于 同一 横 榴 标的 点 的 纵 垄 标 . 太 pes logoz 的 曲线 
画 y =]1ogs2 的 出 线 ， 特 别 地 , 取 &=10, 5 二 e，(3.,3) 就 变 为 


lg lg 
0 D3 2.3026]g¢. 


这 是 从 常用 对 数 到 自然 对 数 的 换算 公式 ， 把 划 线 y=lge 上 
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mm 了 一 


一 一 os 


每 点 的 纵 坐 标 放 大 到 2.3026 信 , 便 可 以 得 到 y= lnw 的 曲线 
《图 1-40)， 


习 题 七 


1. 泗 下 列 各 茵 数 的 图 蒙 : 
GD) y==ax+b, 取 4=1, b=2 及 a=~= 一 1l, 5= 一 J 
(2) y= |z|; 

《3) y=— |£—2|; 
工 
3 


(4) y=zn, 取 n= 击 , n= 一 二 (2>0); 


(5) y 一 o", 取 a 一 2, a 一 地 ; 

《6) y==279, 取 a=1, 4= 一 ]; 

(7) y= 二 lgars 取 4=2, 0 一 一 2; 

(8) y= er0); 

(9) y=al%es, 
2. 若 f(7) = 二 95, 证 朋 等 式 

FD = r+. 

3. 求证 两 个 定数 的 对 数 之 比 对 于 任何 底 都 一 样 ， 
4. 已 知 loga TY, Iogs 7, log。 Zz, 求 log¢a.s.0) 仑 。 


妨 , 号 三 角 范 数 


中 学 的 三 角 课 本 里 讲 过 四 个 主角 范 数 ， 即 是 sin wcosw、 
始 4、c 娩 2%。 我 们 应 当 熟 悉 这 四 个 函数 的 定义 .图 二 4 中 加 
O 基 单 位 回 ( 兴 径 等 子 单位 长 )， 公 40 了 一 s，0B 与 OP 都 重 
直 于 04. 4T, BS 分 别 切 贺 于 4、B, 交 OP 于 了 .5S， 这 时 
Sinw= OP, gw%— OO, 
tg w= AT, ctpg w= BS. 
为 了 以 后 的 方便 , 现在 再 补充 两 个 三 角落 数 
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图 1-41 


seow=OT, ¢s0 w= OS. 
前 者 叫做 @ 的 正 划 ， 后 者 叫做 @ 的 余 割 (数理 化 自学 丛书 的 
4 三角? 里 有 这 两 个 函数 )。 因 为 CO4=OB= =0P= 1, 显然 
oO7 0P 1 
?TOA O00” oom 


Oog op 1 
ne oP Emo 


这 两 省 和 霹 % 一 有 合 称 为 三 角 函 数 间 的 倒数 关系 。 此 外 
还 有 三 个 重要 的 系 : 

sin?w++ eon w= 1; 

1+ 志 ?w= sec3 ay 

1+ctg*w=cg 四 
和 比值 关系 ， 


Sn 吧 03 吕 
省 一 ;C&C 一 
tg te & ng 


在 实际 计算 中 , 习惯 上 都 用 六 十 分 制度 量 角 。 今后 我 们 
多 半 用 半 度 作为 最 角 的 单位 ， 一 弧度 是 圆周 上 长 度 等 于 半径 
的 弧 所 对 的 图 心 角 


rr | 


1 泊 度 一 此 869” gr7ejJrrd4 8 


和 
的 弧 长 使 有 相 回 前 最 数 , 所 以 > 又 是 音 位 加 上 的 弧 长 ,二 是 三 
角 通 数 又 可 以 说 是 单位 图 上 的 弧 的 函数 .这 时 候 三 贡 范 数 的 
站 变量 与 因 变 量 便 有 共同 单位 的 线 长 . 画 三 角 函 数 的 图 象 ， 
车 是 按 弧 长 滑 着 ” 轴 取 点 的 横 坐 标 ， 虽 然 可 以 因为 长 度 单位 
不同 而 大 小 不 同 , 但 是 曲线 总 是 相似 的 . 

82.10 已 经 说 过 sinw 及 oosz 的 昨 象 . 这 里 不 再 重复 . 
图 二 42 画 的 是 怒 2 和 obz 的 图 象 . 这 两 个 函数 都 以 = 


为 周期 ， 域 & 在 “~ (4 十 训 )m 人 = 0, 士 二 士 2) 无 定义 ， 
kr 是 零点 , 在 每 个 区 间 ( jz 一 至 ，ir 寸 于) 内 单调 上 升 ，otgz 


在 czr 无 定义 , (4 十 于) 是 零点 ,在 每 个 区 间 (hr， hr 十 2) 
内 单衣 下 骨 ， 


安 ,S 反 三 角 取 数 
先 回 记 一 下 2. 坟 关于 反 亢 数 的 定理 ,直接 画 数 gy= 
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了 (wm) 与 娇 形 反 阔 数 y~ Yo) 的 上 开 与 下 降水 远 是 一 致 的 ， 直 
接 函 数 的 每 个 单调 区 间 对 应 着 一 个 反 画 数 . 
从 ysin w 的 图 象 很 容易 翻转 成 反正 
纺 的 图 象 (图 1 全) ,这 曲线 局 限 在 w= 土 1 
两 直线 之 间 ， 所 以 反正 弦 的 定义 域 只 有 
[一 1, 切 ， 反 函 教 无 穷 多 ， 问 题 是 怎样 给 
它们 整理 出 一 个 头 结 来 . 
sins 的 单调 区 间 有 两 类 ; 
| zz 一 至 ，2zm 十 至] 
(Em0, +1, 士 2 .…) (3.4) 
都 是 上 升 多 河 ; 
[ zz 上 + 至 ,akn 二 过 
(一 0 土 1, 土 2, …) (3.5) 
部 是 下 降 区 间 。 每 个 区 间 有 一个 反 本 数 ,而 同 美 区 问 里 的 不 
间 反 函数 只 差 2r 的 一 个 倍数 ,所 以 先 取 (8. 分 中 的 [ 一 可 ,要 
和 (3.5) 中 的 [于 ，35 |， 看 看 两 个 反 函 数 的 关系 ，sme 在 


[一 到 , 又 ] 里 从 - 工 上 升 到 二 在 [可 ， 池 | 里 从 1 下 降 到 -1 


图 1-43 


AR 1, 菇 里 从 一 豆 上 升 到 可 ;第 二 个 反 
函数 在 [一 1， 让 里 从 3 二 下 降 到 可 .暂且 把 第 一 个 本 义 反 函 
数 记 作 $= 一 (7); 个 记 作 We 我 们 知道 

Sin m= Y=gin(w— ®) 《3.6) 
永远 成 立 ， 如 果 一 避 气 vc< 可 ， 那么 于 >w- o> 瑟 . 这 项 个 
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数 集 怡 好 与 两 个 反 函 数 的 值 域 相符 . 于 是 由 (3.6) 的 第 一 等 
式 得 

v= FoF ~1<y<l. 
那么 从 第 二 等 式 得 


人 一 和 一 0 人 fo ， 可 < 一 wT —i<y<1, 


可- ; 
所 以 Py) =x p10), ~1<y<1. 
改 用 矫形 反 函 数 来 写 , 便 是 

ple) rtp), ~1<e<l, 
现在 把 第 一 个 矫 形 反 函数 记 作 


y=ar0 sin wt, —1<w 人 el, 一 守 <Y< 字 . (8.7) 


第 二 个 矫形 反 函 数 就 应 该 写作 
y=T— ar0 sin 
进而 在 (3. 忽 与 (8. 号 中 诸 区 间 内 的 反 菌 数 分 别 是 
2 一 287r 十 arcosino 与 y= (2k+1)5—aro sing, 
其 中 =0, 土 ， 土 2, …， 再 把 这 两 组 反 函 数 归纳 成 一 个 式 
子 : . 
多 一 mr 十 (一 四 "arc Snow {n=~0, +1, +2, .…), (3.8) 
《3.7 时 获 反正 弦 函 数 的 主 位 ， 它 的 图 象 是 图 1-43 里 的 
粗 线 部 分 :〈8.89) 叫做 反正 引 函 数 的 通 值 、 通 值 用 Arosine 表 
示 . 由 此 (3. 38) 式 就 变 为 
Aro sinzw= mr 十 (一 了 areasino (n=0, 土 1, 土 2， 
(3.9) 
arosinw 读 作 " 的 反正 强 ", 为 了 便于 理解 , 可 以 读 作 “以 
“为 正弦 的 角 ”.“aro” 的 本 义 是 弧 , 所 以 arc sinw 也 可 以 读 作 
“以 zw 为 正弦 的 弧 ” 
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图 1-44 是 反 余 弱 函数 的 图 象 . 讨论 它 的 方法 和 前 面 一 
样 , 现在 只 把 结果 写 出 来 、 它 的 主 值 记 作 
y=are 08m, —1<¢e<1; OYyEn, 

图 1-44 中 粗 线 部 分 的 曲线 是 它 的 图 象 , 在 
区 间 [ 一 二 了 内 它 从 m5 下 降 到 0. 通 值 是 
Aro 6ogw 一 2nm arc Cos 

m=0, 土 1, +2, …)，(〈3.10) 
对 应 于 加 号 的 反 余 区 都 单调 下 降 , 从 (an 十 
1)w 下 降 到 2nw， 对 应 于 减 导 的 反 余弦 都 
单调 上 升 , 从 (2n 一 1x 上 升 到 2ner. 
以 上 讨论 , 由 读者 补充 理由 . 
(3.,9)，(8.10) 两 式 所 写 的 通 值 , 都 是 
用 一 个 记号 代表 许多 务 数 的 信 ， 这 样 写 的 
函数 , 叫做 多 值 函 数 ， 相 对 地 说 , 以 前 毛 讲 
的 对 于 自 变量 的 每 个 信 仪 有 一 个 对 应 值 的 
函数 , 叫做 单 值 函 数 . 多 值 性 是 反 三 角 函 数 的 麻烦 事 , 而 规定 
主 信 就 是 为 了 解除 这 点 困难 ， 凡 当 求 反 三 角 函 数 时 , 先 在 主 


信 范 围 内 (反正 弦 在 [ 一 至, 至] 内 ; 反 余弦 在 [0, 中 内 ) 找 一 


个 角 ， 这 一 步 工作 , 一 般 是 查 沙 数 表 (特殊 的 可 记得 住 的 角 就 
不 必 查 表 》, 把 找到 的 主 值 填 入 公式 (3.9) 或 (8.10) 之 内 , 便 得 
到 通 值 . 


【 例 由 sin ( -- 屯 ) = 二， 知道 arosin (一 二)~ 
一 否 , 代入 通 值 公式 , 得 


图 144 


Arosin( -去 ) 一 pm 一 (—D" 定 . : 


如 有 果 间 are sin( 一 0.4014) 等 于 什么 ?要 先 想 什么 集 的 自 怠 等 
于 一 0.4014.， 从 正 兹 表 里 查 得 23”490' 的 正弦 等 于 0.4014, 于 
以 一 28”40' 隐 基 所 要 的 主 值 , 也 邑 是 
arcsin( 一 0.4014) = 一 23*40'. 
代入 通 值 公式 , 得 
Aro sin(—0.4014) =nx360° —(—1)"23°40" 
[网 2] 候 下 列 方 程 求 z， 
4e0s2m 一 2(V 3 —1)cosw— Vd =0. 
秘 : 以 cogw 为 未 知 数 , 解 得 


V3—1iit(V8+1) Vv 1 
A 或 To: 
V3 , VL 。 1 
由 cos 一， 得 w=aro oos > 主 值 是 吉 ， 授信 起 
一 2 十 i (3.11) 


岂 cos e = -地 ， 得 w=arcceos (于). 主 介 是 等， 到 住 


9 
i 一 2p7r 土工 (3.12) 
oO 


(3.11)、(3.12) 两 式 合 在 一 起 便 是 本 方程 的 答案 . 

在 反 三 角 项 数 的 报 念 时 , 要 注意 自 变量 是 实数 , 而 函数 值 
是 角 《 或 单位 圆 的 弧 长 六 其 次 注意 反 三 角 范 数 的 定义 域 , 委 变 
量 的 全 不 能 越 出 相应 直接 亢 数 的 值 域 ; 第 三 注意 自 变 量 的 值 
与 因 变 量 的 值 的 配伍 关系 ,例如 


90° ~arc sin, > 一 arc ec3 过 (3.18) 


都 东 错 的 ， 由 于 总 > 于 超 出 了 arc sinw 的 定义 域 |s|<<1， 所 
一 7g— 


以 第 一 个 等 式 是 错 的 ;第 二 个 等 式 里 0< 千 <1, 国 然 arocos 于 
有 意义 , 但 它 不 等 于 “这 (弧度 )， 这 是 自 变量 与 网 变 量 的 本 
伍 不 对 ， 从 根本 上 说 , 应 当 注 意 反 函数 与 直接 函数 的 基本 关 
系 , 即 是 
a=arc sinp © sina 一 5， 
Q==-arcec03D < 00SG = b., 
经 常用 这 关系 检查 我 们 的 工作 ， 就 可 以 少 出 错误 比如 把 
《3.13)7 的 两 个 等 式 翻 译 成 


wt 与 are sinw( 或 arc cosw) 的 配伍 关系 ， 由 zz 与 sin w( 或 
cos zw) 的 配伍 关系 阶 来 ， 后 者 的 依据 是 三 角 孙 数 表 ; 所 以 前 者 
的 依据 也 是 三 角 函 数 表 .， 从 前 讲 三 角 函 数 时 ， 是 由 角 查 函数 
的 信 , 现在 是 由 西数 值 咨 角 ， 

因为 她 w 在 


( 季 - 到 ， tr+ 玉 ) (%=0, 十 1 42, .…) (83.14) 
的 每 个 区 涪 里 ， 从 一 ce 单 育 上升 到 十 ce， 所 以 反正 切 在 区 
间 ( 一 20, 十 0) 内 单调 上 和民 ， 对 应 于 (3.14 的 每 个 区 间 有 一 


个 反 函 数 ， 取 入 域 为 (一 至 ， 屯 ) 的 反 西数 作 主 信 , 记 作 


Li TT 
“YT. 


y=art tg rt, -opi+oo, ~ 
其 他 反 函 数 概括 在 还 值 公式 
Arotg w=kr+arc tg ow 
(z=0, 十 十， 2 Wt 一 cc 二 CC 区 十 ooc) 
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me 


之 中 (图 1-45). 
因为 ctgz 在 
(kor, Exim (KF=0, +1, 十 2，…) (3.15) 
的 每 个 区 间 里 从 十 % 单调 下 降 到 一 2， 所 以 反 余 急 在 区 闻 
《一 ce， 十 ce) 肉 单调 下 降 ， 对 应 于 (8.1 的 每 个 区 间 有 一 个 
反 函 数 . 取 值 域 为 (0, 中) 的 反 函 数 为 主 值 , 记 作 
y=arcoteg wt, ~— cow, 0<y<n, 
其 他 一 切 反 函数 概括 在 通 值 公式 
Aroc ctg w= kx +arc ete w 
(%=0, +1, +2, …; 一 co<c< 十 co) 
之 中 (图 二 46). 
1 例 3】 试 证 are 始 于 +aro 翅 到 = 到 


解 ， 设 aro 声 主公 are 霹 言 ~ 那么 霹 w= 当 ; 翅 
1 
村 .于 是 


tp (viv) 1 


由 让 are 妈 本 +aro 谨 于 =u+or=aro 包 了 = 于， 
附注 ”这 里 两 个 反正 切 都 是 主 值 , 如 果 都 用 递 值 行 吗 ? 


习 是 八 
1， 找 一 个 具体 钓 9 信 , 使 sin 20 不 等 于 2gin9. 为 什么 说 gin29 一 2sin9 
不 合理 ? 
23. 9 取 什么 值 时 ， 下 列 等 式 成 立 ? 


(1) sing 一 cos0; (2) sinBeos6 一 外 
(3) secg 一 0; (4) 5sin36=0, 
2 te 可 1 一 充 ?可 
3. 试 证 sn 4 一 5 oo08¢—— 2 ”这 两 个 公式 和 sin2x 
1+te? 可 ” 1+tg? 亏 = 
co 2 一 了 en 
4. 试 证 cos 一 过 Se ， 这 两 个 公式 和 sin?6 


ee 
一 了 935, oos? 9 一 1+505 39 有 什么 相同 ? 有 什么 不 同 ? 


5， 把 coss x, gin8z 化 成 cos 2z，cos 45, cos gx 的 奇 次 壬 的 多 项 式 。 
6， 如 果 | 有 很 小 , 证 明 
gin (s+h) —an zh coaz; 
costs+h)—oos rs —heinc. 
按照 刻 的 正 负 号 和 Zz 所 在 的 象限 , 一 个 一 个 地 检验 , 这 两 个 近似 等 
式 是 否 正 确 ? 
[提示 ， 在 单位 贺 里 | 加 很 小 时 , 可 以 把 它 的 对 弦 看 作对 弧 , 当然 要 
按照 天 的 正 负 赋 耶 这 弦 以 相应 的 符号 . ] 


- 证 明 下 列 等 式 : 


(1) eos(aresirtzy 一 AT 一 呈 ， 二 
(2) tg(arc gin x) vr —1<i<1; 
3) Rinfarc Lt, 
( (aro tg 了) 一 A co < 十 
8. 证 明 


(1) are ctg( 一 们 =r -ar cter; 
《27 arctgz+arcctgz=, 


3.7 函数 的 运算 


详细 地 论述 基本 初等 函数 ， 是 为 了 更 好 地 认识 另外 的 范 
数 . 有 许多 范 数 是 由 基本 初等 元 数 经 过 加 、 减 、 飞 、 除 构成 的 . 
由 四 刘 运 算 构成 新 函数 的 过 程 吗 敌阵 数 的 运算 .两 个 玉 数 作 
运算 时 , 变 注 意 新 旧 函 数 的 定义 域 ， 新 函数 的 定义 域 ,必须 在 
两 个 旧 画 数 的 定义 堪 的 公共 部 分 之 内 .两 个 卢 函 数 必 须 都 有 
定义 时 , 才能 相 加 或 相 乘 . 两 个 函数 相 除 时 , 还 必须 剔 去 除 式 
的 零点 ， 

[出自 az2 十 5 与 cvt+a 都 在 数 轴 上 处 处 有 定义 ,于 是 

(avth) 寺 (es+a) 5 (azt+b) {est+d) 


都 在 数 轴 上 处 处 有 定义 .但 是 cx0 时 ,十 了 的 定义 域 不 
能 包括 c= 一 4/c 这 一 点 . 

[ 例 2] 如 果 根 据 即 o 一 sin e/cose 来 看 正切 西数 的 定 
义 域 ， 就 不 能 包括 oos me 的 零点 p (8 二 下) mr (一 0， 土 1， 
土 2,…) ,尽管 sine 与 cosw 都 在 数 轴 上 处 处 月 定义， 

有 限 个 正 整 撞 数 的 等 函 炎 和 工 各 乘 以 常数 之 积 的 代数 和 


叫做 有 理 整 郧 数 , 也 叫做 多 项 式 。 常量 函数 属于 这 一 类 .两 
个 有 理 整 吨 数 之 商 , 当 分 母 不 蚌 常 数 时 , 叫做 有 理 分 六 数 . 有 
理 整 函数 与 有 理 分 画 数 ， 合 称 为 育 理 溃 数 ， 有 理 函 数 仅 用 四 
则 运算 组 成 .如 果 组 成 的 函数 除去 四 则 运算 外 ， 还 有 开 方 运 
算 , 而 被 开 方 式 含 有 变数 , 则 黎 无 理 沽 数 ,有理 函 数 与 无 理 函 
数 合 称 为 代数 巴 数 ”".， 光 外 都 是 超 趋 函数， 下 上 都 是 就 - :个 
变数 的 情形 说 的 ， 

[ 例 3) 5=e 的 定义 域 是 一 co <z<5. Mw-1 的 定义 
域 是 1 和 cz< 十 co， 而 352 与 5 二 ojte 二 的 
定义 域 是 41<c<5，w5 一 “wz 一 I 的 定义 域 是 1<o<5. 

【例句 两 函数 

y 一 Sinzm 与 ye 
并 不 一 样 . 前 者 的 定义 域 为 (一 oo， 十 co)， 语 者 的 定义 域 为 
《一 20, 人 0 与 (0, 十 20) 两 区 间 ， 第 二 个 函数 在 =0 这 一 点 无 
定义 ,此 外 与 第 一 个 函数 一 样 . . 


3. 岛 。 双 由 和 孙 数 
工程 技术 里 有 一 类 常用 的 函数 ， 岂 做 双 曲 函数 其 中 重 
要 的 两 个 是 : 


双 曲 正弦 sho ~ 去 (ee—9-"), 
及 出 余弦 cho 二 (0 +0 9). 


这 两 个 函数 的 定义 域 都 是 (一 o0， 十 co)，shz 是 奇 函数 ; chw 
是 侦 函 数 . 


”代数 攻 数 的 定义 还 不 -一致 , 一 般 认 为 按 运 算 次 数 是 有 虫 还 是 无 限 来 划分 
问 数 的 界 杞 比较 全 送 ,所 以 我 们 采用 这 个 说 法 。 


>0 时 ,单调 上 升 . 如果 0<m<wo, 必然 号 一 所 <0， 
Gg 


0m 一 全 >0, 寺 是 
8 8 om 3 = 


人 -十 [en 一 om) — (6-"— ge-7)] 


-| Geom) + ee |<0; 


训 Oprt 
ohm 一 oh 四 = 村 | ("en) + | 
_ 14T (even—1) (e*—e”») 
| 


两 曲线 在 wz>0 时 都 单调 上 升 .y%=shz 的 曲线 关于 原点 对 
称 , 所 以 w<0 时 也 单调 上 升 ; Y=eaz 的 曲线 关于 乡 轴 对 称 ， 
所 以 we<0 时 单调 下 降 . 

要 画 双 胆 正 弦 的 图 象 ， 可 以 先 画 辅助 曲线 y=e 与 y= 
一 6 (图 1-47 中 的 虚线 )， 然 后 随便 画 轴 的 平行 线 与 辅助 
曲线 分 别 奖 于 Pi、Ps 两 点 , 线段 PP 的 中 点 便 是 y=shsg 的 
曲线 的 点 . 这 样 描 得 足够 的 点 以 后 , 通过 这 些 点 画 一 条 平滑 
的 曲线 , 便 是 所 求 的 曲线 。 这 作 图 法 的 理论 是 显而易见 的 ， 

图 1-48 是 chs 的 图 象 , 画 法 和 bw 的 情形 相仿 ， 这 曲 


线 叫 做 荐 链 线 . 
双 岩 函数 是 与 三 角 函 数 对 立 的 一 套 函 数 ， 其 中 还 有 


sh 一 6 
驱 曲 正切 协 c 一 古训 一 Pe 
双 曲 条 韦 。 otho 一 中 一 
等 等 ， 这 一 套 函 数 除去 周期 性 而 外 ,几乎 处 处 与 三 角 画 数 有 
对 等 的 狂 质 ， 例 如 


ch wm— sh?w=—1, 
sh(w+y) =shwchytohwrshy, 
orty) =ohw:ohytsheshy. 
第 一 个 公式 的 证 明 是 
oh?e—sh?w= 子 (erte):—+ (一 和 ?一 工 (2 十 对 =1, 
其 余 两 个 的 证 明 留 给 读者 作 练习 . 

82. 世 人 钢 8 所 求 的 实际 是 双 沿 正 艾 与 双 册 余弦 的 斤 形 反 
函数 ， 叫 做 反 双 曲 正 区 及 反 双 曲 余 落 ， 它 们 的 记号 是 argshe 
与 arg 6hw, 即 基 

argshw—In(s+ Vt+1); 
argohm 一 In(z 士 号 一 工 ). 

这 里 画 曲线 9g--shw 与 y=ohw 的 方法 也 很 有 用 . 凡 当 
了 (w) 了 (rw) 十 p(s) 时 ， 先 在 同一 个 坐标 平 画 上 曾 出 yf(%) 
及 y 一 p(s 的 曲线 ， 然 后 把 对 应 于 同一 个 w 值 的 两 个 纵 坐 标 
代数 地 加 在 一 起 ， 就 是 曲线 9= 互 to) 上 对 应 于 同一 模 坐 标的 
点 ， 这 种 作 图 法 叫做 系 标 法 . 


3.9 复合 函数 
如 果 z 是 芭 的 函数 , 4 又 是 w 的 函数 : 


y—f (0), ug), (8.16) 
和 而且 g(w) 的 值 域 在 了 ( 马 的 定义 咸 内 ， 那 么 每 当 % 在 glw) 的 
定义 域 里 取 一 个 值 时 ， 便 经 过 刀 的 传导 而 有 % 的 一 个 值 各 它 
对 应 ,于 是 yy 是 z 的 阴 数 , 即 是 
y=f(g(%)). (3.17) 
这 样 串 连 而 成 的 函数 ， 叫 敌 两 个 函数 的 复合 函数 .叫做 中 
间 变 县 ,六 明和 做 外 层 函 数 ，! 叫 散 内 层 画 数 ， 由 全.16) 到 
《3.17) 的 过 程 叫做 函数 的 复合 . (3 .17) 是 由 f(D 与 9(%) 复 
合 世 的， 这 是 函数 结构 的 另 一 种 方式 . 
例如 y=sinw, 4=Y 十 1 时 , y 一 sin(w? 十 1) 便 是 复合 函 
数 ， 并 且说 y 一 sin(w* 二 1) 是 y=sinw 与 w 一 妨 二 [的 复合 . 
因为 gy 是 的 获 数 ,自己 又 丁 函 数 , 所 以 复合 函数 又 叫 
做 防 数 的 总数 , 即 是 说 yy 是 函数 入 的 炒 数 . 
复合 函数 未 必 只 复合 一 人 次， 可 能 复合 好 几 次 ，、 例如 由 
Y 一 ]gu, 一 1 十 0, VM 的 =]1 十 WW 经 过 三 次 复合 便 构 成 
y= (i+ vite ). 
构造 复合 函数 时 ， 要 注意 中 间 变 量 的 值 域 必 须 属 于 外 层 
函数 的 定义 域 .。 如 
y=arcsin(l+-vVIiiw’) 
”就 没有 意义 , 这 是 因为 不 论 e 是 什么 实数 ,1 十 WII 十 蜂 都 不 能 
在 反正 荡 的 定义 域 [ 一 二 种 之 内 . 
复合 函数 的 效用 有 两 方面 . 一 方面 是 上 边 说 的 , 由 几 个 简 
单 淫 数 串 连 成 一 个 复杂 的 落 数 ; 男 一 方面 是 以 后 用 得 最 多 的 ， 
把 一 个 复合 函数 拆 成 儿 个 简单 的 莲 数 ， 一 般 要 拆 到 每 个 简单 
琐 数 都 是 基本 初等 函数 . 


[ 例 11】 问 y-e"*3 是 怎样 由 基本 初等 函数 复合 成 的 ? 


Hit 


解 . 令 嫌 一 sin? 二 , 则 Yer, 令 ? 一 Sin 一 并, 则 = 02 念 她 


二, 则 v=sinw. 大 只 ye 由 


¥ 人 = 
y= 6, WU, LV—=nwy, 好 一 一 
并 
复合 而 成 . 
【 例 2】 将 yg=ae"*+" 按 复合 函数 拆 开 . 
解 ， 邻 Wo!" 得 y 一 4u, 令 V=0 十 加， 得 =e”, 令 
t=wm, 得 vb 一 0 十 t, 所 以 yae”t” 是 由 下 列 函 数 复合 成 的 ; 
Y=4dy, W=6", WV=0+t, 一 他， 


也 ,10， 初等 基数 


$3.7 与 S3.9 说 了 两 种 由 基本 初等 函数 构成 其 他 画 数 
的 方法 , 一 种 是 四 则 运算 ; 一 种 是 函数 的 复合 、 虽 然 未 曾 明 白 
说 乘 方 与 开 方 的 运算 ,但 是 之 函数 可 以 包括 这 两 种 运算 , 实际 
上 , 乘 方 与 开 方 等 于 寡 函 数 的 一 次 复合 . 这 梓 , 就 把 一 切 代数 
运算 都 包括 进去 了 ， 

定义 ”用 常数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 有 
限 次 函数 的 复合 而 构成 的 应 数 , 称 为 初等 阵 数 . 

初等 函数 的 构成 既 有 四 则 运算 , 又 有 函数 的 复合 ,我 们 又 
应 该 会 把 这 种 函数 拆 开 ， 

【 例 刀 则 柄 连 杆 上 滑 块 运动 的 规律 (2.8 例 2) 

3 一 小 608 wt+ VE rigins ct 
是 两 个 复合 函数 & =ycoset 与 0= MB 一 ?sin?wt 之 和 ， 其 
中 第 一 个 函数 是 由 
Y=7Tp, 0=0090, 0=0t 

复合 成 的 ; 第 二 个 函数 是 由 


一 87 一 
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v= yy, y=—P—r, 2—=y, Y=sing, p=— wt 


[ 例 人 将 %g=~ (sin 工 ) 按 复合 函数 与 函数 运算 拆 
开 . 
解 ， 令 w~esin 二 ,得 y= 


所 以 g= (esi 过】 的 移 成 有 以 下 五 步 : 
Y=, Y= VW, =m, W=Ant, t= 二 


这 里 第 二 个 函数 是 乘法 运算 , 其 余 都 是 函数 的 复合 . 

非 初等 的 函数 是 什么 样 的 画 数 呢 ? 仔细 回忆 初等 函数 的 
定义 就 可 以 知道 .不 是 由 基本 初等 函数 和 常数 经 过 有 限 次 四 
则 运算 和 函数 复合 而 移 成 的 函数 则 不 是 初等 函数 ， 例 如 以 等 
比 级 数 

I 十 jw 十 名 十 下 十 wr 于 …: 

来 说 , 它 在 区 间 ( 一 1, 力 内 是 2 的 西数 , 也 不 难 求 它 的 值 , 然 
而 按 这 个 表示 方法 来 说 , 它 不 是 初等 函数 , 这 是 因为 它 里 边 包 
函 着 无 限 次 的 加 法 和 乘法 运算 . 

从 本 节 开 始 一 直到 现在 是 一 个 重要 的 段落 .这 里 给 初等 
函数 作 了 一 番 系 统 的 整理 . 8 3.2 到 8 3.4 是 初等 函数 的 根 
本 , 讲 的 是 最 简单 的 基本 初等 函数 .§ 3.7 与 8$ 3.9 讲 的 是 初 
等 通 数 的 结构 ， 从 这 里 知道 , 虽然 初等 函数 复杂 , 但 是 归根 结 
甘 不 外 乎 五 种 简单 孟 数 的 两 种 结合 ， 对 于 这 五 种 函数 了 解 到 


什么 程度 ,就 能 对 其 他 初等 函数 了 解 到 什么 程度 。 数学 重视 
整理 工作 , 把 研究 对 象 整 理 得 有 头 有 绪 , 以 后 在 研究 讨论 之 中 
就 可 以 化 繁 为 简 . 


3S.11 曲线 的 变 位 与 变形 


基本 初等 函数 , 经 过 简单 的 改造 , 形式 上 就 会 复杂 一 些 ， 
变换 函数 的 同时 ,曲线 也 会 有 相应 的 改变 。 常见 的 改变 有 两 
种 : 一 种 是 平移 ; 一 种 是 伸缩 , 这 里 伸缩 包括 着 放大 与 缩小 两 
方面 . 反 过 来 说 ,形式 上 复杂 的 函数 也 可 以 改造 成 简单 的 函 
数 , 从 而 有 动 于 我 们 认识 复杂 函数 的 曲线 、 

【 例 切 作 下 列 函数 的 图 象 : 


y= gin (w+ )+3. (3.18) 


解 ， 令 y=y'++8, 2 一 wm 一 吝 , 平 移 举 标 加 (参看 数理 化 自 


学 丛书 平面 解析 几何 > 第 五 章 ), (3.18) 就 变 为 简单 的 正弦 曲 
线 


y' ~sin wy， (3.19) 
取 0' (一 各 ,3) 为 新 原点 ， 平 移 坐 标 轴 ， 在 新 坐标 系 O -cy 
线 对 于 旧 坐 标 系 0-oy 来 说 即 是 


y'Y 


里 通 (3.19) 的 曲线 .这 有 曲 
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《3.18) 的 曲线 . 
以 上 讲 的 是 贞 线 的 变 位 ， 变 位 并 不 变形 .有些 曲线 是 从 
y 简单 明 线 变形 来 的 。 最 常见 


athe 的 是 放大 或 缩小 .$3.4 里 
y~Ine 的 曲线 就 是 由 曲线 
y 一 二 。 的 每 点 的 纵 坐标 按 


固定 比例 2.255:1 放大 而 成 
的 


【 钢 3] 将 有 曲线 y= sine 
图 1-50 的 每 点 的 纵 坐 标 按 4:1 之 
比 放 大 ， 便 是 4 一 4sinz 的 曲线 . 4>0 时 , 同 号 区 间 、 单 调 区 
“ 疗 、 零 点 都 不 变 ，4<0 时 , 正 号 区 间 与 负 号 区 闻 互 换 , 上 升 区 
间 与 下 降 区 间 互 斤 ， 其 他 不 变 ， |4| < 工时， 曲线 缩小 ， 
1-50 是 按 4=3 画 的 曲线 ， 
关于 一 般 情 形 下 的 y=*f(w) 如 何 作 图 , 由 读者 补 述 ， 
[ 例 31 y=sinaw 的 曲线 可 以 由 ysinw 的 曲线 沿 着 z% 
轴 的 方向 放大 或 缩小 得 来 。 9 之 1 时 , 缩小 ，0<a<1l 时 ， 放 
大 . 
每 当 ar 经 过 27 时 ，sin ay 的 信和 重复 一 这， 斯 以 sinaw 
的 周期 是 2x/&，g>>1 时 , 2x/a<2x, 周期 比 sins 的 周期 短 ， 
曲线 振动 快 ; 0<4<1 时 ，2r/a> 2r， 周 期 长 ， 振 动 慢 ，a<0” 
时 , 因为 
Sin ar = — int —aw), 
曲线 不 但 有 伟 缩 而 且 上 下 颐 倒 . 
图 1-51 中 的 虚线 是 y= sing 的 图 象 , 实 线 是 y=sin 隐 多 
的 图 人 象 ， 


1-$1 . 
一 般 情形 ， 当 41 时 ，f (ez) 的 图 象 是 没 着 w” 轴 的 方向 
上 由 % 一 8o) 的 图 象 压缩 而 成 ; 在 0<w<l 时 , 是 放大 而 成 . 
从 Y=sine 经 过 平移 伸缩 , 变 成 
y=~ Asin(av ty). . 
它 的 图 象 叫 做 正弦 曲线 ， 这 是 反映 篇 谐振 动 的 函数 .一 般 认 


为 4>0, 4 叫做 拆 幅 ,p 叫做 初 相 , 周期 是 全 = 于、 单位 时 
间 内 振动 的 次 数 方 ~ a/2, 叫做 所 动 的 频率 ， 


习 型 九 


1， 验 证 下 列 关 系 式 : 
(1) ch?x+eh?z=—ch 27; (2) 2shzreh z= sh27; 
(3) sh(ai+8)—shachfh+ehashp, 
(4) chla+tB)=chachBishashB; 


WE ge 
(7) shx 二 cehyY 一 ea; (8) ch zx 一 Sh 工 :ee 
2. 利用 %=snz 的 图 象 作 
eS 2 -下 
CY iid on (2) gg 一 cos (az+ >); 
(3) y 一 也 sinz; (4) yy 一 1-.sinz 
的 曲线 ， 
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3. 作 下 列 函 数 的 图 象 : 
{1) 9 一 艺 十 BED Z; (2) y=Rin z+eoss, 
4 和， 指出 下 列 范 数 是 由 什么 样 的 基本 初等 函数 经 过 怎样 的 运算 组 成 
的 : 
(1) y=ene; (32) y=s*8inz; 


《3) y=ln eosz; (4) 9 一 es?; 
(5) y=10 gin 全 (6) y= 3 gin (314t+); 
{7) y=65 cos (52- 守 ); | (8) y=In{1—22); 
(9) y=e eos wot; 《10) y= 
5， 作 下 列 遂 数 的 图 人 象 : 
(CD y=0 "in; (2) y=— T; 
2Z8D 一 
We 工 
a 寺 
《3) Y 一 过 8in 二 。 
第 一 章 小 结 


函数 概念 是 本 章 的 中 心 内 容 ， 初 等 函数 的 结构 是 基本 知 
识 ,此 外 多 数 是 本 章 与 以 后 各 章 时 常用 到 的 概念 和 算法 , 其 中 
绝对 值 不 等 式 是 必须 要 熟练 掌握 的 技能 ， 

第 二 节 注 意 在 函数 的 人 性质， 怎样 从 函数 的 表示 臣 去 分 析 
它 的 性 质 一 一 上 升 、 下 噬 、 奇 偶 等 等 ， 这 是 认识 具体 函数 的 第 
一 步 ,尽管 看 起 来 有 些 烦 琐 . 

第 三 节 专 论 初等 函数 .§ 3.10 最 末 一 段 话 是 这 一 大 节 主 
要 内 容 的 小 结 , 概括 了 这 一 大 节 的 内 容 和 结构 ， 其 中 关于 处 
理 数 学 知识 的 关键 一 一 知识 要 系统 化 ， 尤 其 应 该 予以 充分 的 
注意 ， 


只 要 懂得 全 章 的 内 容 , 就 会 知道 哪 是 重点 。 不 必 一 一 罗 
列 . 下边 的 几 个 问题 可 能 对 学 习 有 一 点 帮助 : 

有 人 说 函数 的 值 与 自 变 量 的 值 是 一 一 对 应 的 .这 说 法 对 
吗 ? 用 实例 说 明 你 的 答案 .一 一 4、B 两 集 的 元 素 一 一 对 应 ， 
即 是 说 : 4 中 每 有 一 元 素 , B 中 必 有 了 唯一 的 元 素 和 它 对 应 , 同 
时 吾 中 每 有 一 元 素 , 4 中 必 有 唯一 的 元 素 和 它 对 应 ， 

在 函数 的 正式 定义 里 ， 我 们 放弃 了 “ 因 变 量 随 自 变量 而 
变 ” 的 说 法 ， 采 用 了 “ 因 变 量 有 确定 的 值 对 应 于 自 变 量 ” 的 说 
法 , 可 是 在 微 积分 里 还 不 能 充分 表现 出 它 的 优越 性 .这 里 “ 确 
定 ” 两 字 应 该 注意 ， 例 如 说 “了 (nm) 是 自然 数 s 的 一 个 因数 ”， 
这 “函数 ”的 值 就 不 是 确定 的 .这 样 的 问题 不 在 我 们 的 研究 之 
列 . 这 表明 微 积分 虽说 是 研究 变量 的 学 科 , 但 是 变量 的 变化 
必须 在 我 们 的 控制 之 中 , 否则 不 能 取得 确切 的 结果 ， 

定义 域 与 对 应 关系 都 是 函数 的 组 成 部 分 ， 函 数 的 复合 与 
四 则 运算 都 是 函数 与 函数 的 关系 ,是 扩展 函数 前 方法 我们 
在 扩展 函数 时 , 特别 说 了 新 旧 定 义 域 间 的 关系 .在 四 则 运算 
之 下 , 新 函数 的 对 应 关系 如 何 建立 ? 问题 十 分 容易 , 然而 不 应 
忽视 . 

融 函 数 的 图 人 象 是 基本 功 ， 不 要 怕 麻 糯 . $8.8 对 于 y= 
9 (wm) 十 由 Ce) 的 图 象 提出 一 种 简便 的 作 图 法 , 这 方法 可 以 推 而 
用 于 极 坐 标 吗 ? ygp(w) yo) 的 图 人 象 能 借 y=9(t) 与 9 一 
9) 的 图 象 作 图 吗 ? 可 以 深入 地 考虑 一 下 。 


Te em 


i 
数列 的 极限 


“引言 ?里 说 过 , 微分 法 与 积分 法 又 叫做 无 穷 小 分 析 , 它 的 
每 一 步 计 算 要 经 过 无 穷 多 次 普通 的 运算 .怎样 会 出 现 无 穷 多 
道 手续 ， 又 怎样 实现 这 样 的 运算 呢 ? 这 问题 都 包括 在 极限 理 
论 之 中 ， 本章 讲 数列 的 极限 ,这 种 极限 又 和 以 后 经 常 要 用 到 
的 函数 的 极限 紧密 相关 . 


第 一 节 极限 粗 谈 


1.1 早期 的 极限 问题 


为 了 知道 极限 是 怎样 的 理论 ， 又 怎样 从 实践 中 发 生 的 , 先 
看 儿 个 具体 问题 . 

【 例 1]】 公元 前 268 年 ( 魏 最 元 到 年 ) 刘 微 注 s 九 章 算术 >， 
从 单位 圆 内 接 正 六 边 形 开始 ， 一 次 一 次 地 将 边 数 如 倍 作 内 接 
下 多 边 形 计算 边 长 ,来 求 圆 局 率 下 。 求 到 正 192 边 形 时 , 得 到 
严 的 近似 值 3.14， 到 正 8072 边 形 , 又 得 近似 值 3.1416， 因 
为 他 是 为 了 论证 前 人 的 经 验 :“ 兴 周 半径 相 乘 得 积 步 (面积 ) ， 
所 以 他 计算 的 都 是 多 边 形 的 面积 , 既然 半径 是 1, 那么 圆 面积 
是 瑟 多 边 形 面积 的 量 数 便 是 亚 的 近似 值 、 求 得 多 边 形 的 每 
个 边 长 ， 乘 以 边 数 便 是 圆周 长 的 近似 值 ， 现在 我 们 按 这 方法 
把 刘 徽 的 工作 重 每 一 下 . 

用 勾 股 定理 不 难 证 明 , 从 单位 图 内 接 正 ” 边 形 边 长 %( 图 
2-1 中 的 423)， 求 内 接 正 2n 边 形 边 长 sant 图 2-1 中 的 40) 的 


公式 为 

Pp (1.1) 
现在 从 ss 开始 , 一 个 接 一 个 地 求 sa, 8%4，'…, 同时 求 多 边 形 周 
界 pe，Pia，2o4 … 得 表 1. 


囊 芋 
正 多 边 形 的 边 长 正 多 这 形 的 周 长 z 的 近似 得 
3 一 1 一 1.000000000 3.000000000 


sv ~ 


6.211657080 
一 0.517638090 Pn 


3.105828540 


Sui 一 V2 一 /4 人 51755569095 


224 一 6.265257240 
一 站 .261052885 


3.1825628620 


gg 
Ss— VD—\ 4 (0.2610352035)3 


一 6.278700528 
一 0.130806261 Pe 


3.139350264 


ms 一 2 一 /4 一 条 .13055656)5 
一 0.065488169 


Loe= 68.282064224 3.141032113 


S10 = ~Y 2— ~ 十 一 《0 ， 06543816931 


一 6.382904704 
一 0.032723462 2 


3.141452352 


sym— VD/ d— (O00 oda) 


-6.383112832 
一 0.016362273 Pyes 


3.141556415 


soe— Mo ~ I O01030237 a) 


一 6.383160064 
一 0.008181198 Pres 


3.141580082 


这 一 套 算 法 显然 可 以 无 休止 地 进行 下 去 ， 直 观 上 看 , 内 
接 正 多 边 形 的 边 数 越 多 , 周 界 越 大 ， 
越 接近 圆周 ， 表 1 里 第 二 栏 的 一 申 
数 就 反映 了 这 点 事实 .古代 人 根据 
这 种 关系 找 出 圆周 率 是 3.1415 与 

”83.1416 之 间 的 某 个 数 .， 绞 过 实践 
证 明确 实 比 以 前 的 “周三 色 一 ”之 说 
(认为 w=3) 好 得 多 ， 于 是 人 们 承 
了 认 刘 徽 的 结论 是 正确 的 . 

【 例 2】 < 引言 ?里 说 过 ， i 


#8{f) = gs 


求 它 在 某 个 时 刻 上 的 瞬时 速度 . 现在 具体 一 下 物 休 开 始 了 
落后 第 2 秘 之 未 的 本 时 速度 . 

不 知道 退 时 速度 , 可 以 先 求 平均 速度 ， 比如 在 第 2 秘 以 
后 一 秒 钟 内 的 平均 速度 是 


这 :3) 二 人 - 9(3 一 -2) 


- 训 9- ee 
这 可 能 和 我 们 所 项 记 的 半 轩 关 E 很 大 但 是 可 以 把 计算 改进 
一 下 家 第 2 芭 以 后 于 和 内 的 于 


如果 还 不 满意 ， 可 以 求 第 2 秒 以 后 于 秘 内 的 平均 速度 ， 
*- 96 一 


下 二 > 


7 
UA CO 
3 
如 果 仍 然 不 满意 , 可 以 计算 第 2 秒 之 后 二 i 


RD i 
nh 
(4.2) 
有 了 这 个 一 劳 永 韶 的 公式 ， 便 可 以 随手 写 出 第 2 秒 之 后 
任何 几 分 之 一 黎 内 的 平均 速度 ， 把 前 面 求 到 的 儿 个 结果 一 并 
写 出 来 , 就 是 一 串 数 : 


让: 13 好 n+l 
可 乡 9 革 y 8 9g, * bE on 9 3 (1.3) 


去 掉 各 数 里 的 公 因 数 g, 就 是 
5 9 13 17 . 4ntl ... 


也， 到 人” 有， » On 3 (1.4) 
这 里 每 个 数 都 比 2 大 一 点 , 比 2 多 的 部 分 是 ， 

ee 

3? 了 67 BB’ ny dm? a {1.5) 


n 越 大 , 所 多 的 部 分 就 越 小 ， 如 果 n 无 止境 地 加 大 下 源 ， 去 

和 全 光 人 ( 下 二 机上 和 丰 本 十、 于 着 光 和 

(i 去 ) 9 将 要 变 成 9， 这 可 能 就 是 我 们 期 待 的 那个 “ 朋 时 
z 


Dr 一 一 一 一 一 
+ 


如 果 不 是 从 第 2 秒 之 末 以 后 求 平均 速度 ， 而 是 在 第 2 种 
完了 前 1 秒 , 诗 秘 , 于 秒 ，… 之 内 求 平均 速度 (读者 自己 算 


”一 算 ), 这 串 不 断 变化 的 单调 上 升 ) 数 也 将 要 稳定 在 29 附近 ， 


这 更 使 我 们 相信 第 2 秘 之 未 的 瞬时 速度 是 2y. 

用 移 理 实验 可 以 证 明 (1.3) 中 的 一 串 数 是 符合 实际 的 . 

【 例 3] 求 三 棱 难 [ 斑 4BC( 图 2-2) 的 体积 , 已 知 它 的 高 
VF=h， 底 八 4BC 的 面积 是 S. 

将 VF 分 成 % 等 分 通过 每 
个 分 点 作 一 个 平面 ,平行 于 底面 
-435C, 这 些 平 面 把 三 棱锥 截 成 ” 段 ， 
汤面 是 (%n 一 了 个 与 A4BC 椒 似 的 
三 角形 (读者 自 证 )， 用 这 些 三 角形 
和 和 A4BG 作 下 底 ， 各 作 一 个 三 楼 
柱 ， 让 它们 的 出 楼 都 平行 于 三 棱锥 
2-2 的 某 一 个 棱 , 出 如 了 了 4, 每 个 棱柱 的 


高 自然 者 等 于 二 、 把 这 些 核 柱 的 体积 加 在 一 起 , 便 是 三 校 锥 
体积 的 近似 入. 


我 们 知道 校 柱 的 体积 等 于 底面 积 与 高 的 莱 积 ， 现 在 这 些 
棱柱 的 底面 积 (由 上 而 下 ) 是 


(ss Bo (2)s, 
所 以 这 些 棱柱 体积 之 和 是 
yp. Sh 


ns 


(+24 t+) 


(1.6) 


现在 令 %=1, 2, 3,，…， 就 得 到 一 串 数 ， 


= 9 白 Te 


kr 4 


a 
站， i 6 豆 的 


a (2+ 二 二 ) Sh, (1.7) 
这 里 第 一 个 数 Sh 是 与 村 骏 同 底 同 高 的 棱柱 的 体积 , 当然 比 楼 
锥 的 体积 大 得 多 .第 二 项 号 Sh 是 两 个 楼 柱 体积 之 和 ， 两 个 
区 高 都 是 全 ,下 边 一 个 的 底 是 人 4BO, 上 边 一 个 的 底 是 裕 色 


正中 间 的 横断 面 面 积 ,， 如 此 等 等 。 直 观 上 看 ，《1.7) 中 的 一 申 
数 都 比 我 们 期 待 的 数 大 . 可 是 % 越 大 时 ( 即 分 的 段 数 越 多 时 )， 


误差 越 小 ，(1.6) 式 末端 两 个 括号 里 的 二 随 著 "的 增 大 而 变 
小 ,1 二 和 2 十 十 越 来 越 靠近 工 和 2， 从 而 广 越 来 越 绊 近 
1 Sh 
3 四 

如 果 用 mn 一 工 个 横断 面 作 棱柱 的 上 底 ， 共 有 Am 一 1 个 小 楼 
柱 , 它们 的 体积 之 和 是 : 

' 1 1 1 
VSh(1- 却 (2-5) 

构成 与 .7) 类 似 的 一 申 数 ,这 目 数 仍然 各 过 于 可 Sh. 从 而 我 
们 有 理由 猜想 ， 三 楼 锥 的 体积 等 于 底面 积 与 高 乘积 的 三 分 之 


经 过 考验 ( 绪 如 用 重量 或 容 水 量 与 园 底 等 高 的 棱柱 比 
较 ), 这 结论 确 与 事实 相符 . 
斑 . ”初步 认识 


上 面 三 个 便 题 所 用 的 方法 ,可 以 用 “到 过 法 ”三 个 字 描 述 . 
由 于 不 能 一 下 子 求 得 所 期 望 的 数 , 便 一 步 步 地 来 , 让 它 一 步 一 


步 地 逼近 具 标 ， 这 种 方法 能 解 傣 很 多 问题 ， ， 

允 近 法 的 共同 点 是 ,必须 一 个 搂 一 个 地 作 一 串 计算 , 求 一 
串 近似 于 答案 的 数 ， 而 且 这 一 串 数 能 够 一 个 比 一 个 地 逼近 答 
案 、 例 2 中 的 人 .3) 是 主要 的 一 串 数 ，(. 信 ， 代 .号 是 辖 助 的 
两 串 数 ， 例 3 中 起 决定 作用 的 是 代 .7， 例 二 有 三 串 数 ,一 串 
是 正 多 边 形 的 边 长, 一 串 是 正 多 边 形 的 周 长 , 另 一 串 是 的 过 
似 值 ， 昌 然 这 里 不 象 例 2 和 例 8 有 (.2) 和 (1.6) 那 样 的 统一 
公式 来 概括 (1.3) 与 (1.7) 中 的 一 切 数 ,但 是 公式 (I.1) 能 保证 
一 步 步 地 算 下 去 . 所 以 实质 上 能 求 任何 正 6x 2* 边 形 的 边 长， 
从 而 能 求 周 长 和 相应 的 x 的 近似 值 . 

逼近 法 固然 能 解决 不 少 问题 ， 然 而 还 有 一 些 不 定 的 因素 
或 不 能 使 人 满意 之 处 ， 第 一 是 一 题 一 法 , 不 同 的 问题 要 用 不 
同 的 办 法 . 那么 能 不 能 找 一 个 共同 的 原则 来 处 理 这 类 问题 呢 ? 
第 二 ， 逼 近 法 应 该 计算 无 穷 多 次 (引言 里 说 “ 微 积分 的 计算 从 
理论 上 说 ， 都 是 无 穷 多 道 手 续 合成 的 ,” 这 话 指 的 就 是 现在 这 
种 各 近 法 ), 但 无 穷 多 道 手续 是 人 事 上 做 不 到 的 ， 所 以 只 能 从 
有 限 的 车 干 步 计 算 去 推测 它 的 景 后 结果 。 在 一 般 情 形 下 ,又 
人 怎么 保证 那 一 串 数 的 变化 趋势 不 会 中 途 改 变 呢 ? 

随便 给 无 穷 多 的 一 申 数 ， 要 判断 它 是 否 能 趋 于 稳定 ， 若 
能 趋 于 稳定 ， 又 稳定 在 什么 数 上 ? 这 是 逼近 法 的 根本 问 题 ， 
这 问题 解决 以 后 , 再 进而 讨论 连续 变量 的 同样 问题 。 这 就 是 
微 积 分 算法 的 核心 , 叫做 “极限 理论 ”. 


1.3 数列 


前 面 三 个 例题 里 所 写 的 二 .3)， 民 . 委 ， 民 .及 ， 寺 .7) 都 
是 按照 一 定 次 序 排列 起 来 的 一 串 数 , 都 是 数列 。 其 中 每 个 数 
称 为 数列 的 一 项 . 各 项 中 可 以 有 相同 的 . 项 数 无 穷 多 的 数列 ， 


一 1D9 一 


称 为 无 穷 数 列 ， 否 则 , 称 为 有 穷 数 列 ，(.3),， {1 .9，(1.5)， 
CL. 了 7 了) 都 是 无 穷 数列 、 以 后 讨论 的 数列 ,都 是 无 穿 数列 .无 穷 
数列 的 一 般 形式 是 ， 

Pr 


记 作 {s,}， 人 fsj， 叫做 它 的 通 项 ， 例 如 《1.2) 是 
(1.3) 的 通 项 , -是 民 . 嫩 的 通 项 , (1.6) 是 (1.7) 的 通 项 . 


第 一 章 $ 2 中 曾经 说 过 , 数列 是 自然 数 集 上 的 函数 . 因 
此 所 渭 给 定 一 个 数列 , 就 是 给 定 一 个 函数 3 一 了 (m), 或 5 一 5 
例如 jn) 代表 自然 数 ， 所 念 的 最 大 质 因数 时 ， 数 列 为 

1, 2, 3, 2, 5, 8, 7T, 2, 8, 5, 11, ，., 
作为 一 切 数列 的 定义 域 的 一 切 自 然 数 
i , (1.8) 

也 是 数列 , 它 的 通 项 是 %。 因 为 它 在 理论 上 所 处 的 地 位 特殊 ， 
所 以 这 里 把 它 的 性 质 研究 一 下 ， 我 们 知道 

(1) 1 是 自然 数 ; 

(2) 每 个 自然 数 有 一 个 比 它 大 1 的 后 级 数 ， 而 且 不 同 的 
数 有 不 同 的 后 继 数 . 
这 就 确定 了 自然 数 有 以 下 的 性 质 : 

(1) 有 次 序 (一 个 接着 一 个 地 添 下 去 ); 

(2) 无 穷 多 (没有 最 后 的 一 个 ). 
因为 自然 数 是 无 穷 数列 的 定义 域 ， 所 以 自 热 数 又 把 它 的 这 种 
性 质 传 给 了 数列 那么 数列 一 定 ， 

(1) 有 首 项 ; 

(2) 每 项 必 有 其 后 继 项 (有 次 序 、 无 穷 多 项 )， 

以 后 凡 说 名 沿 着 自然 数 变 化 时 ”， 就 是 说 按照 数列 
(1.8) 一 个 一 个 地 .永远 不 停止 地 变 大 ， 这 种 变化 过 程 用 记号 


一 101— 


TT 


nn->00 表示 “co” 读 作 无 穷 大 .“n-~>cc 通常 读 作 % 趋 于 无 
穷 大 ". 其实 这 读 法 不 够 治 当 ,因为 ce 不 是 一 个 确定 的 数 ,所 
以 不 该 说 m 趋 于 一 个 不 确定 的 东西 . mr~>ce 的 意义 应 该 是 “mn 
无 穷 增 大 "或 mn 无穷 变 大 ”. 
如 果 %% 沿 着 贷 整 数列 一 1,， 一 2， 一 3,…， 一 %，。… 

变 下 去 , 便 时 常 说 nn 趋 了 一 ce 记 作 mw 一 一 so, 相对 地 说 , 前 
边 说 的 mcc 应 该 守 作 和 > 十 ce, 一 般 没 有 区 分 两 种 情形 的 必 
要 时 ,或 从 上 于 文 能 知道 是 趋 于 十 so 时 ,只 号 % >coc 就 够 了 . 


习 题 一 


1, 照 $1.1 例 3 那样, 求 自由 落体 在 降落 后 第 3 秒 之 末 的 又 时 速度 ， 
2. 区 证 曲线 y== 台 (图 2 及 直线 y=0, z=4lq9>>0) 所 国 的 面积 等 于 
1 


"4 Y 
3 人 -六 
© a # 
| 2 
3， 嫩 锥 的 底面 是 半径 为 ? 的 曾 ( 图 2-4), 高 是 A， 仿照 $1.1 例 3 证 
明 它 的 体积 等 于 村 sr 入 
加 24 
一 上 D2 一 


第 二 节 数列 的 极限 


人 .1 数列 的 极限 
第 一 节 看 到 的 数列 都 是 渐 趋 稳定 的 . 一 般 地 说 , 数列 中 
数 的 变化 情形 并 不 都 这 样 ， 为 此 再 举 几 个 数列 看 看 : 


{ 哇 2 3 4656 . n+l .. 
Pr A a 


Tv 1 5 7 17 Tv 

人 
上 二 | 的 各 项 都 大 于 了 单调 下 降 , 越 来 越 近 于 二 | 人 | 
的 各 项 都 小 于 1， 单调 上 升 , 越 来 越 近 于 1. f+(- 雪 ) | 的 
单数 项 都 小 于 1， 双 数 项 都 大 于 1, 但 是 各 项 与 1 之 差 的 绝对 
值 越 来 越 小 ， 这 三 个 数列 都 渐 趋 稳定 , 稳定 在 1 的 近 旁 再 
看 ， - 
{Vn}, 1, </2 ， V3, < 二， ny Vn, 让 
长 一 2 外 一 2， 4， 一 8， 16， "> (—2)", 和 
{(—1)". 三 二 1, 一 了 王 ， Se (—1)", Se 
{MR} 的 一 切 项 都 是 正 数 ， 越 来 越 大 , 只 要 把 n 取 得 充分 大 ， 
要 Vn 多 大 就 能 多 大 ; {( 一 2) 中 的 各 项 正 负 相间 , 绝对 值 越 来 
越 大 ; {( 一 中 的 各 项 永远 在 - 工 与 工 两 数 上 来 回 跳 婚 。 这 
都 是 变化 不 趋 于 稳定 的 数列 ， 

数列 的 变化 , 大 体 分 为 两 类 ; 一 类 变化 渐 趋 稳定 , 越 来 越 
与 某 个 常数 接近 ; 另 一 类 则 不 能 保持 与 某 个 唯一 的 常数 接近 . 


mm 


§1.1 三 个 例题 里 的 数列 都 属于 第 一 类 ， 显然 能 解决 问题 的 
数列 是 这 一 类 , 所 以 应 该 特别 注意 它们 

对 于 第 一 类 数列 的 变化 情形 ， 已 经 有 过 许多 状语 ,“ 越 来 
越 近 于 某 个 常数 "，“ 趋 于 茶 个 常数 ”，“ 通 近 某 个 常数 "，“ 与 茶 


常数 之 差 越 来 越 小 ,……。 然而 这 都 不 是 严格 的 说 法 .为 了 
给 出 严格 的 科学 解释 ， 再 把 $1.1 例 2 里 通 项 为 
Ws 4 一 工 g 
2 
ee 
9 13 17 和 十 工 


{ps}: Sy, 要 8， 一 6 9)， -8 9 一 3 9, *** 


hah 
vn 与 瞬时 速度 2=2g 
HE=g/2n=—— 和 公分 / 秒 ， 
%% 增 大 时 ,， 瑟 变 小 . 
人 充分 大 时 , 吾 便 充分 小 .” 
这 话 只 表示 ， pe 3 大 到 980 时 , 召 就 小 到 到 多 大 到 1960 
时 , 瑟 名 小 到 …。 其 中 没有 说 "等 于 980 以 后 Et 不 
会 又 大 于 3， a 1960 以 后 , 9。 一 % 不 会 又 大 于 二 为 了 
防止 这 种 漏洞 , 不 得 不 说 : 
“0 充分 大 了 时, 2 一 9 便 充分 小 ， 而 且 % 继续 规 大 时 ， 
,一 邹 能 保持 这 样 小 (不 再 变 大 ).” 
或 者 说 . : 
“mn 增 大 到 某 个 限度 不 以 后 ,Vyt1; Vy42; "与 2 之 
差 都 小 于 某 个 很 小 的 数 8.” 


或 者 说 ， 
“有 某 个 号 码 亦 ， 册 当 4 站 了 时 ，on 一 9 ” 
话说 到 这 种 程度 , 还 不 足以 保证 如 能 和 4? 任意 地 接近 ， 比如 


说 , n>1960 时 , 诚然 能 保证 wm 一 ”都 小 于 子 , 但 是 不 能 排除 


一 切 w~* 大 于 培 或 二 ,…。 倘若 有 这 种 现象 ， 就 又 不 是 


on 逐渐 稳定 在 9%= 29 的 近 旁 了. 所 以 这 里 还 必须 村 s 是 任意 
小 的 正 数 才 行 ， 把 这 话说 完整 就 是 ， 
“任意 指定 一 个 (wn, 一 2? 将 要 小 到 的 ) 限 度 s >0) ,一 
定 能 够 找到 一 个 号 码 思 , 保证 {2 小 中 号 码 w 大 于 人 方 的 一 
切 ov。 都 满足 不 等 式 ww 一 9 一 6.” 
把 这 话 再 说 得 形式 化 一 点 , 便 是 
“对 于 任意 给 定 的 小 正 数 6， 总 有 自然 数 妨 ,你 证 
Vars— Yak=1, 2, 8, +).” 
这 才 是 “o。 逼近， 的 严格 的 数学 语言 
{05} 里 的 05 都 大 于 wv， 所 以 只 用 wm 一 "就 可 以 表示 如 对 
于 "的 误差 。 一 般 数列 {8} 的 各 项 可 以 时 而 大 于 它 所 有 逼近 的 
数 a， 时 而 又 小 于 4a， 那么 纪 对 于 4 的 误差 就 必须 用 | 一 al 
定义 1 fs} 是 数列 , 4 是 常数 ， 如 果 给 定 了 不 论 怎样 小 
的 正 数 8, 总 有 自然 数 广 ， 保 证 {8,} 里 号 码 % 大 于 六 的 一 切 
项 8 都 满足 不 等 式 
las—a] <8 (2,1) 
(或 写作 swim 一 4| 过 s(% 一 1，2, 3,…))， 便 说 4 是 {35) 的 极 
尿 , 记 作 
lim $=a 或 sa (n>00). 
这 记号 读 作 ，’m 无 穷 增 大 时 ,56 的 极限 等 于 w 或 “n 无 穷 增 
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tie 


大 时 ，s 返 近 于 a”、 有 些 书 也 陈述 为 “wn 趋 于 无 穷 时 , o 以 4 
为 极限 ”"， 这 定义 通常 简称 为 se- 六 定义 ， 

极限 的 记号 “lim” 是 拉丁 文 “极限 一 鹿 limes 的 前 三 个 
字母 . 

有 极限 的 数列 称 为 收 盆 数列 ; 没有 极限 的 数列 称 为 发 圾 
数列 。 前 面 列举 的 {Vn}, {(C-2)9，{( 一 1 都 是 发 散 数 


列 |， 22 二 |， 人 1 二 (一 二 ) |} 都 是 收敛 数列 ， 这 因为 


它们 部 以 1 为 极限 . 即 是 按 定义 1 来 说 ,对 于 这 三 个 数列 , 当 
给 定 了 任意 小 的 正 数 8 之 后 , 各 能 找到 一 个 自然 数 仿 , 使 得 不 


等 式 (2.1) 成 立 ， 怎 见得 呢 ? 这 三 个 数列 的 m 分 别 是 2 一， 
"一 ， 1+{( 一 二 ) ， 那 么 la 一 中 一 is 一 下 分 别 是 

11| 

ch 3 .|(- 去 
希望 前 两 个 小 于 s， 只 澳 二 <e 即 可 ， J 就 够 
了 . 不管。 多 么 小 , 二 总 是 一 个 有 限 数 ， 取 六 为 大 于 半 


的 一 个 下 整数 ， 就 能 满足 定义 + 的 要求， 至 于 第 三 个 ， 只 要 
去 < 或 n> -于 : 就 成 了 (可 以 认为 e< 切 ， 随便 给 了 。， 


任何 一 个 大 于 < 的 正 整数 都 可 以 作为 定义 芋 里 的 六， 


比如 指定 了 6=- 了 那么 3 -8.32198， 到 入 -4 就 够 


了 .从 而 和 1+(- a 一 切 项 与 1 之 差 的 绝 
对 值 都 小 于 ， 如 果 取 s = 避 亲 ,那么 
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一 Je _ J]g500 _ 2.69897 
lg2 lg2 0.30108 


于 是 取 允 -9 就 够 了 、 从 而 1 十 ( 一 寺 )】 里 第 九 项 以 后 的 一 


-8.97. 


切 项 与 之 差 的 绝对 值 都 小 于 -有 IT 


.2 几何 解释 (点 列 的 极限 ) 


第 一 章 里 说 过 , 为 了 方便 , 可 以 把 数 和 以 它 为 坐标 的 点 混 
为 一 谈 ， 数 列 的 极限 是 较为 复杂 的 概念 现在 再 用 几何 的 说 
法 把 定义 工 说 一 遍 。 几 和 何 的 直观 性 有 助 于 我 们 对 极限 概念 的 
理解 . 

数列 自然 要 翻译 作 点 列 ， 点 列 是 按照 发 生 的 顺序 一 个 接 
一 个 地 排列 起 来 的 无 穷 多 点 

{Ps}: PP, P;,, P,, P,, ‘, P,, **¢, 
其 中 可 以 有 些 点 相同 ， 设 想 把 这 些 点 按照 它们 的 华 标 都 排列 
* 在 数 轴 上 。 所 谓 {P,} 稳定 在 一 点 4 的 近 旁 ， 就 是 说 在 4 点 
的 近 旁 有 {Pr} 的 无 穷 多 点 ， 在 4 点 的 任何 小 邻 域 里 ， 总 有 
{Pn} 的 点 .这 是 粗略 的 说 法 ， 慌 点 列 来 叙述 定义 ， 就 是 ， 
{P,} 是 点 列 ，4 是 定点 。 如 果 任 意 指定 一 个 不 论 怎 

样 小 的 正 数 6, 总 有 自然 数 入, 保证 {Ps} 里 第 允 点 以 后 

的 一 切 点 (Pxzit，Px4s, …) 都 落 在 邻 域 NGd;， 所 里 《图 

2-5). 便 说 4 是 {P 的 极限 . 


Ce 及 y Pr 4- 
A—E Pyrs Py4y A 
图 25 


对 于 点 列 的 极限 也 用 记号 了 
lim P, = 或 了 一 4 ee 


一 107 一 


这 时 照料 地 说 点 列 {Pw)} 收敛 ,而且 收敛 于 4， {Pn} 没有 极 
限时 , 便 说 它 发 散 . 

{P。} 在 邻 域 (4, s) 以 外 的 点 永远 只 有 有 限 个 ， 在 
(4, 8) 以 内 的 点 , 永远 有 无 穷 多 .假设 {ex} 是 收敛 于 0 的 
正 数 列 ， 令 定义 1 里 的 8 接 这 数列 变 下 去 ， 便 得 到 4 点 的 邻 
域 列 

N(A, e1), NCA, e2), N(A, ep Nd ep), "*, 
邻 域 的 长 度 2ex 趋 于 零 ， 不 管 在 哪个 邻 域 之 外 ，{P 的 点 都 
只 有 有 限 个 , 而 每 个 邻 域 里 有 {P,} 的 无 穷 多 点 ， 这 就 是 我 们 
当初 想象 的 情况 : 在 4 点 的 任何 近 旁 总 有 {Ps 的 点 ， 


全 ,3 例题 


为 了 熟 习 as-X 定义， 现在 举 几 个 证 明 数 列 极 限 的 例题 ， 
求证 数列 {8o} 的 极限 等 于 a, 就 是 要 证 明 |s% 一 a| 可 以 任意 小 ， 
而 且 小 到 某 个 程 虑 之 后 不 能 再 变 大 .这 项 工作 就 是 对 于 任意 
小 的 正 数 * 看 看 能 否 找到 一 个 够 大 的 自然 涩 六 ， 保 证 

sxsi—a|, fsyra—@|, ***, [sy+rs—al, » 

都 小 于 s. 能 够 找到 这 衬 的 ,就是 Bw sa， 没有 这 样 
驴 ，{s"} 就 不 以 6 为 极限 。 

”定义 说 “对 于 任意 小 的 正 数 s， 总 有 自然 数 六 ”， 就 是 说 
对 于 每 个 可 能 的 8, 有 一 个 人 六 ,6 既然 不 定 , 玉 就 要 眼 闭 8 变 . 
所 以 必须 用 一 个 包含 着 8 的 公式 ”来 表示 入 ， 才 能 够 适应 s 
的 任意 性 ， 从 哪里 找 这 个 公式 呢 ? 从 定义 里 的 不 等 式 

[5—a|<a 
来 舍 计 ， 这 一 步 工作 与 解 不 等 式 相 伪 ,是 试探 性 的 工作 ， 
【 例 1] 证 明 数 列 
9 一 般 好 说 ,未必 能 用 公式 写 出 来 , 伍 初 学 时 总 是 用 公式 来 表示 的 。 
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1, 0， "5? 0， 人 0， 到 ， 0， 人 (2.2) 


的 极限 是 0. 
【证 】 Ss 
当 ” 是 偶数 时 ， #5 = 0; 


当 n 是 青 数 时 ,一 一 


求证 数列 的 极限 是 0， 就 是 要 证 明 |s, 一 0 = |s,| =s (因为 
>>0) 可 以 任意 小 .具体 的 做 法 是 对 于 任意 小 的 正 数 s， 找 一 
个 合 于 定义 工 要 求 的 自然 数 ， 按 问题 的 提 法 来 用 ， 这 样 的 
一定 存 在 . 
从 ss 的 第 一 个 形式 来 说 , 任何 自然 数 都 可 以 作为 邓 ， 所 


以 证 明 工作 的 重要 部 分 在 的 第 二 个 形式 -并 ， 下 边 用 斌 
控 坝 访 法 雪人 
希望 一 < 成立, 只 要 三 <n+1(e>0) 成 立 . 而 希望 


之 <n+t1 oe 只 要 二 一 1<n 就 成 了 ， 随便 指定 了 a, 也 就 
指定 了 假设 
is 二 < 了 (2.3) 
这 里 Wi 是 一 个 正 整 数 , 由 此 
Ni— 1<3 -1<N,. 


< mn 车 大 于 显然 也 有 
2 2 

. ee 十 1 
这 说 明 和 ;一 1 一 [ 字 一 1] 一 合 于 定义 1 的 要 求 ， 因此 可 以 到 
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可 见 n=VNi 时 ,二 


<s. 


y- 世 -二 -s 


既然 对 于 任意 指定 的 正 数 。， 能 找到 一 个 自然 数 六 ， 它 
和 s 潜 同 满足 定义 1 的 要 求 . 这 就 表明 数列 (2.2) 收 敏 于 0. 

【 鲍 2】 假设 1r| < 二 试 证 数列 {7 喇 以 0 为 极限 . 

【证 】 要 证 明 的 是 ， 每 当 指 定 了 一 个 s>0, 一 定 能 找到 
一 个 自然 数 入 ,保证 ”> 六 时 ， 

I —01= 1 一 < (2.4) 

《显然 s 关 1 没有 约束 力 ). 为 了 求 得 这 样 的 六 , 从 不 等 式 (2.4) 
两 端 到 对 数 , 得 


“lg!r| <lps. (2.5) 
用 负数 lg|?| (因为 |7| <1) 除 不 等 式 (2.5) 的 两 端 , 得 
| lgs 
Me (2.6) 


1g e/g|7| 是 正 数 ， 到 育 ~=[ 民 畦 |] 则 当 m> 术 时 , (2.6) 式 


成立, 从 而 (2.5) 式 成 立 ,最 后 (2.,4) 式 成 立 . 
所 以 对 于 任意 小 于 1 的 正 数 8, 总 有 一 个 自然 数 
] 
“| I | 
只 要 n>>W, 便 一 定 1r" 一 01 <<s， 这 说 明 lim mm 一 人 


这 例题 虽然 简单 , 却 很 重要 . 大 家 回忆 一 下 ,证 明 等 比 级 
数 恕 = 本 时 ,就 用 到 了 最 后 这 个 结果 . 


1—r 

如 果 数 列 收 仑 ,每 当 s 指定 之 后 , 总 有 合乎 要 求 的 应 . 一 
般 地 说 ， 丸 有 最 小 限度 . 如 果 一 定 要 这 个 最 小 限度 的 六 (全 
1, 例 2 部 和 这样) 六 就 是 s 的 函数 ,所 以 有 时 把 六 写作 六 (5)， 
但 是 定义 工 并 没有 这 样 要 求 , 它 只 说 有 一 个 六 就 成 了 ， 所 以 


一 


把 入 取 大 一 点 也 无 妨 . $2.1 来电 讨论 数列 11L+( 一 去 ) 上 
时 ,就 没有 取 最 小 的 

以 上 两 个 例题 的 证 法 ， 都 是 根据 极限 定义 ， 从 不 等 式 
ls 一 5| <e, 设法 变 成 形状 为 ， 

n> (e) 
的 不 等 式 ,然后 从 由 (s) 信 计 一 个 合适 的 妨 ， 这 是 最 简单 的 试 
探 方 法 ， 这 方法 有 时 不 容易 实行， 
, 一 % 十 5 3 

[ 例 3】 设 太 ~ 本 5 各 5 试 证 数列 fs} 的 极限 是 
IL 
宇 


[证 ] 二 


&n 一 


| = 


mn3 -一 为 十 后 -中 
br-t2n—3 6 
| 一 加 十 28 
1 5(Bw 十 2p 一 3) 1 
右 端 分 母 中 的 Bm 十 2n 一 3 永远 是 正 数 (mn>> 巧 . %>>4 时 ,分子 
i 一 ?7n 十 28| =Yn 一 28 也 是 正 数 ， 为 了 避 开 绝对 值 的 麻烦 ， 妓 
且 认为 %>4。 于 是 期 待 知道 的 是 ,对 于 指定 的 正 数 e, ”大 于 
什么 数 时 ， 
in < * 0 
从 这 不 等 式 解 "还 是 较为 麻烦 .因为 “N 不 妨 大 一 些 ”， 可 以 
把 左 端的 分 式 适 当 好 放大 ,尽量 使 计算 化 入. 记 住 n>4 
7 一 38 . 7 7 -2 | 
5n2 十 20 一 8 bn bs ~ n° 


这 时 可 以 看 出 来 , 只 要 mw> ， 便 能 使 (2.7) 成 立 、 就 不 等 式 


一 411 一 ， 


(2. 作 来 说 ,到 -| 二 | 就 够 了 ， 再 考虑 到 m>4 为 了 保证 
| 一 汪 | <s 交 只 须 取 和 与 [ 2] 两 数 中 之 大 者 .这 关系 记 作 
N=—max{4, [| .9) 


个 自然 数 语 ， 保 证 号 码 mw 大 于 六 的 一 切 和 满足 不 等 式 


| 
Sn 由 
1 一 禾 十 押 1 ， 
有 2 


【 例 和 ”假设 a>1, 试 证 数列 {Ya} 的 极限 基 1 

【证 】 要 证 明 的 是 ,能 找到 一 个 自然 数 访 ， 保 证 "A/a， 
”Ya wa,… 与 T 之 差 都 小 于 预先 指定 的 小 正 数 s. 

因为 4>1 所 以 a>1, 于 是 [Wa 一 1|~3Ya -1>0. 
令 Vag=1Tan, on>0, 那么 根据 二 项 式 定理 , 知道 


4 一 (on) "=L+nost oi Fan > 1 mo. 


所 以 YE -ia <4o>. 


希望 凡 5 一 1<s, 只 要 《二 一 <s 就 行 了 .可 见 在 
a—1 
">N=[ | 
时 , YG 一 1<s， 这 就 证 明了 
limY a =1., 
这 例 古 本 来 可 以 照例 1 或 例 2 屠 入 证 明 ， 现在 为 了 容易 
估计 勾 ， 而 把 洲 宫 一 1 一 a, 换 成 较 大 的 二 一, 然后 由 不 等 式 
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a—1 
穆 

来 决定 六 这 和 例 8 证 法 的 原则 一 样 ， 
号 .4 关于 收 全 数列 的 几 点 注 骨 

(1) 收 全 数列 可 以 单调 下 降 地 允 近 极限 ， 这 时 各 项 都 比 
极限 大 , 如 数列 | 2 二 寺 |. 也 可 以 单调 上 升 地 逼近 极限 , 如 数列 
全 和 可 以 上 下 报 动 地 通 近 极限 如 数列 | 二 (一 到 ) |. 

(2 数列 里 可 以 有 些 项 等 于 它 的 极限 ，$2.3 例 1 里 的 
数列 有 无 穷 多 项 等 于 0， 而 0 是 这 数列 的 极限 . 

(3) 数列 的 一 切 项 也 可 以 都 等 于 一 个 固定 的 数 4 

CD 0, C, 0 a | 

这 数列 显然 满足 收敛 的 定义 ， 极 限 是 。 这 和 和 我们 接纳 常数 
为 函数 是 一 样 的 ， 

(4) 数列 有 无 极限 , 以 及 极限 是 什么 数 信 , 不 在 于 它 开头 
的 任何 有 限 几 项 ,而 在 于 它 后 部 的 无 穷 多 项 。 因此 讨论 数列 
是 否 收 人 或 进行 证 明 时 ,可 以 略 去 任何 有 限 几 项 , 也 可 以 汪 


上 或 更 改 有 限 几 项 、 例 如 
条 人 二 


<8 


的 极限 是 3, 
8, —10, —4, 1, 8, 8, 8, B, »* 
(第 四 项 以 后 都 是 8) 的 极限 仍然 是 3. 
(56) 定义 工 不 能 判断 数列 是 否 收 伍 ， 只 能 在 观察 到 某 个 
数 可 能 是 极 淄 时 , 用 它 正 式 检验 一 下 ， 把 结论 肯定 下 来 ， 
习 题 二 
1. 在 数 轴 上 画 出 以 下 点 列 ， 


中 人 
人 到 到 于 
四 末 生 到 车 


2、 技 照 下 这 的 要 求 各 作 一 个 数列 : 
这) 上 上 上升 并 收 仇 于 零 ; 


(3) 摆动 并 收敛 于 也 


(5) 下 隆 无 极限 . 


0 iN\™ 
3. 设 %= 人 一 


户 ? 误 多 少 项 在 它 外 面 ? 
4， 用 数列 极限 的 定义 迁 啊 ， 


《1) 数列 
EE 
i 5? 4 


了 


37 Er 


《2) 下 降 并 收 傅 于 3; 
(4) 摆动 无 极限 ; 


, 避 数 列 {4,} 有 多 少 项 在 4 一 0.0001 0.0001) 之 


1, 1,…., 1. 


收敛 于 1《 其 中 让 第 5 项 起 各 项 者 等 于 1; 


站 一 工 
1 “3 


C2) lim 


Er 各 十 


(4) lim 


oe 


2n+1 2 


C6) iim 


(8 lim 一] 


lim 1 


A je 
10) lim 
sah ) Lond 


(12) lim 


3n 3 
Bn+tl] 5 


下 过 


53 


3n 
{tim 。 
三 条 十 1 


《3) 


2 
a 


2 了 


3? 


(5) 


Un 27 十 1 


a 
了 


?7 一 和 十 2 


, bs non 


mA MT1 1 


no Vt Ti ; 
《13) 


lim 工 sn 人 an 一 1) 详 =0; 
nr 3 2 


Ti 荆 -一 (一 了 0 


De ,~ 


(15) 


(16 Tm (Vm+1—») =0, 


5. 设 Ps 是 PP 的 中 点 ， Pa 是 PsPs 的 中 点 ， Oy 已 ,是 P,_sP_i 的 
中 点 。 澡 点 列 {Zn} 有 无 极限 ? 


仑 . 瑟 无 穷 小 


定义 2 以 0 为 极限 的 数列 ,叫做 无 穷 小 ， 
假若 用 s-Y 的 说 法 , 就是: 
{8n} 是 数列 , 如 果 对 于 任意 小 的 正 数 。, 总 有 自然 数 
全 ， 保 证 {ss} 里 第 项 以 后 的 一 切 项 都 满足 不 等 式 
|s.] < 

(或 写作 lsw+s| 去 8， 8 一 1，2，3, …)。， 便 说 数列 {s} 是 无 

穷 小 ， 

注意 ， 这 里 说 无 穷 小 是 数列 , 即 是 说 它 是 变量 “无穷小 ” 
三 个 字 应 该 理解 作 “ 无 穷 变 小 “， 因 此 它 不 是 一 个 国定 的 很 小 
的 数 ， 于 万 分 之 一 很 小 , 然而 它 不 变 , 所 以 不 是 无 穷 小 ， 


以 前 时 到 的 数列 如 
i111,... 1 
了 4? 867 ’ dn’ 中 
1, 0, Lt, 0, +,%0, 1 0, si, 


[Fr| < 工时 的 {r"}， 
都 是 无 穷 小 、 从 第 二 个 数列 来 看 , 表示 无 穷 小 的 数列 里 , 允许 
有 些 项 , 甚至 无 穷 多 项 是 0. 
| 定理 1 如 果 {sw} 是 无 穷 修 ，4 是 常数 ， 那 么 {as。} 是 无 
穷 小 . 
【证 】 车 4==0, 定理 显然 成 立 ， 车 a 克 0, 那么 由 于 {8,} 
是 无 穷 小 , 对 于 任意 的 s>0,， 一 定 有 自然 数 六 , 保证 
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ES i {=1, 2， 3， 7 


从 而 推出 |asv+z 一 8 所 以 {asn} 是 无 穷 小 。 了 

定理 数列 {s,} 的 极限 等 于 4， 必然 且 只 需 {s。 一 o} 是 
无 穷 小 . 

【证 】 因为 wr>a 与 &% 一 a-*0 都 是 说 : 对 于 任意 的 s>0， 
总 有 一 个 自然 数 双 ,保证 

[syrs—a)<e, B=1, 2,8,... 3 

根据 这 条 定理 ， 在 证 明 Bn—> 时 ， 可 以 收 为 证 明 Sn 是 
无 穷 小 ， 如 果 一 a 是 熟知 的 无 穷 小 ， 就 不 必 再 按 e- 定义 
证 明 。 所 以 应 该 多 记 住 一 些 无 穷 小 , 以 备 在 证 明 极 限 问题 时 
使 用 。 最 简单 的 无 穷 小 有 : { |， &>1 时 的 [去]，| 去 
sin [车 } {车} : 

[网 】 假设 2 一 了 二 十 可 折 十 … 十 硬 汪 yi。 求证 {ow} 
的 极限 是 1. 


【证 ] oa~(1- 训 十 (于 - 吝 ) 革 … 


| 一] 匆 和 % 
所 以 | 一- 二 
然而 {三 | 是 无 穷 小 ,因此 
lim 4x,=1., 


2.6 极限 定义 的 否定 式 | 
根据 s~ 定义 证 明 {sn} 以 4 为 极限 , 是 从 正面 使 用 这 定义 . 如 果 


证 明 a 不 是 fs。} 的 极限 ， 自 然 还 应 该 从 这 定义 着 想 ， 这 是 从 有 反面 使 用 
s-y 定义 ， 认识 事 物 要 全 面 ， 所 以 我 们 也 应 该 知道 a-N 定义 的 反面 ， 
这 样 的 思考 能 加 深 我 们 对 于 正面 的 认识 .现在 把 s-X 定义 的 否定 式 分 
析 一 下 . 

为 了 把 问题 讲 得 清楚 些 , 先 说 逻辑 上 的 两 条 关系 . 一 条 是 全 称 肯 定 
命题 与 特 称 否定 命题 互相 排斥 ， 即 是 说 这 两 种 命题 是 正 相 反 的 ， 绝 不 
能 两 者 并 存 ， 例 如: 

这 管 苹果 都 是 黄 香 菩 >， (2.9) 
是 全 称 肯 定 命题 , 所 谓 * 全 称 " 指 的 是 主语 (集体 的 ) 的 全 体 ,所 谓 “ 肯 定 ” 
表现 在 谓语 里 的 “是 "* 字 ， 这 “是 ” 字 肯 定 了 主语 的 菜 种 属性 ， 要 了 驶 倒 这 
句 话 只 须 说 
这 徐 蔷 果 有 一 个 不 是 黄 香 项 (2.10) 
这 是 特 慰 宕 定 命题 , 所 谓 “ 特 称 ? 就 是 说 主语 (集体 的 ) 的 个 别 成 员 ,所谓 
“否定 ”表现 在 调 语 “ 示 是 ”， 这 “不 是 ”两 字 和 否定 了 那个 特别 成 员 的 某 种 
属性 ， 这 两 个 命题 势 不 漆 立 . 可 以 用 (2.10) 反 驱 (3.9), 也 可 以 用 (2.9) 
反驳 (3.10). 
男 一 条 水 辑 关系 是 ， 特 称 肖 定 命题 与 全 称 否 定 命题 互相 排斥 。， 例 
如 : 
这 黎 人 苹果 有 一 个 是 黄 香 蔽 ， 
是 特 称 肯定 命题 .“ 特 称 肯 定 ” 的 意义 仿照 前 面 的 说 明 去 理解 ， 这 命题 
与 全 称 否 定 命题: 
这 管 匠 果 都 不 是 黄 香 芍 ， 
是 互相 排斥 的 , 它们 下 相反 驱 . 

这 里 应 该 记 住 一 条 规律 :全 称 主语 的 一 种 属性 用 特 称 主语 的 反面 
属 人 性 去 反 驱 ; 特 称 主语 的 一 种 属性 , 用 全 称 主语 的 反面 属性 去 反 驱 . 

现在 来 分 析 e-X 定义 ， 看 着 应 怎样 否定 它 ， 这 定义 的 条 件 可 以 分 
作 三 段 : 

@ 对 于 任意 的 s>0， 

加 总 有 一 个 自然 数 X， 

@@ 保证 lsrty--a| < 一] 323， 


中 黄 香 莫 是 一 种 莘 果 名称 ， 
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@ 上 所 “任意 的 s> 0 表示 一 切 可 能 的 并 正 数 ), 这 是 全 称 命题 ,应 该 
用 特 称 合 题 反 鸡 .em 定义 的 反面 应 该 是 : 
有 有 某 个 ea>0, 不 能 “有 一 个 自然 数 ww， 保证 
[sys—a| <e 《下 一 工 2, 3, .)”, 
名 里 的 “有 一 个 自然 数 入 ”表示 一 切 自然 数 中 的 一 个 , 是 竺 称 命题 
应 该 用 全 称 命题 反 驱 , 即 ; 
一 切 自 然 数 N， 不 能 “保证 [swaz 一 4| 二 6 (%=1 2，3，… 和 7) 
名 里 的 “jsxnw 一 4| 二 el 一 1 3 3 ”是 对 一 切 自然 数 守 说 
的 , 是 全 称 命题 , 应 该 用 特 称 命题 反 驭 .所 以 图 的 反面 应 该 是 
有 一 个 = 玉 , 使 得 |5wrx 一 中 祈 81. 
把 以 上 三 段 反 驳 连 人 咒 起 来 , 便 是 : 
有 茶 个 st> 0, 对 于 一 切 自然 数 入 ,名 有 一 个 及 ,使 得 
|sr+z 一 G| 之 已。 (2.11) 
然后 把 这 话 收 改 一 下 : 由 于 这 里 的 已 经 没有 什么 特性 ， 可 以 改 
作 普 通 的 号 码 w， 即 六 十 下 政 作 ”十 政 ， 实 际 上 ?十 豆 只 表示 是 后边 
的 一 个 自然 数 ， 从 而 人 2.11) 可 以 改作 ， 
对 于 某 个 81>0， 个 个 自然 数 % 的 后 边 一 定 另 有 自然 数 ?, 使 
得 
]swv 一 上 > 81, (2.12) 
再 一 推 献 , 这 样 的 mw 不 能 仅 有 有 限 几 个 , 不 然 的 话 ,就 有 最 后 一 个 ,比如 
说 是 入 ', 那 么 WN'+1 以 后 便 没 有 使 13% 一 4| 之 81 的 W' 了。 理解 到 这 一 
步 以 后 , 可 以 把 2.12) 再 改 一 下 ,写成 更 完整 的 命题 . 
对 于 某 个 81>0, 有 无 穷 多 个 自然 数 
ss Tg, Rey es Fy 
使 得 |su 一 4| > su 那么 {5o} 便 不 能 以 4 为 极限 ， 
或 者 说 : 
对 于 某 个 sl>0, 如 果 fs} 有 无 穷 多 项 


Sn Sn Sms 3 


Lr 


合 于 |s%, 4| > fs 便 不 能 以 a 为 极限 . 
【 例 】 设 ss=《 一 DD -六 那么 fj 是 


a 
ny Py? 


i -oo 


1 3 7 15 _31 .. 
3’ 4 8§’ 16’ 32 


它 的 偶数 项 5% 一 1 一 - 蕊 :-， 当 越 大 时 越 雪 近 1， 青 数 项 


S361 二 1+ > —1, 


大越 大 越 尘 近 一 1( 图 2-6)， 从 直观 上 看 , {sm} 不 能 有 极限 ,因为 它 的 奇 
数 项 与 偶数 项 分 别 密集 在 不 同 的 两 点 一 1 与 1 的 附近 , 不 能 都 和 某 个 唯 
一 的 点 4 靠近. 


t a . Ee 
23 吕 0 3 吉 本 
加 26 | 
下 面 是 这 现象 的 代数 阐述 ; 


假设 4 是 任意 一 个 实数 


ls —al + ls21—a|> 1] (sx 一 四 一 (st 一 的] 
lt Cn 和。 
所 以 |sm 一 zj 与 lsw-: 一 a| 二 者 之 中 , 至 少 有 一 个 不 小 于 各， 就 是 
Js 一 o> ， 或 sm-iral> 吾 Chl, 2 3,…)， 
对 于 号 这 个 固定 的 数 (sD)，te} 有 无 穷 多 项 对 于 4 的 误差 不 能 小 
于 号 所 以 6 不 是 {a} 的 极限 ， 又 因为 6 是 任意 的 ， 所 以 任何 实数 不 
能 是 {so} 的 极限 , 即 是 {so} 没有 极限 
习题 三 
工 按 定义 证 明 以 下 数列 为 无 穷 小 
《1) sinn/n; (2) 
(3) 二 (9 2 


gl’ 


1-+2 os 
(5) a 小 好 


力士 【一 本 ya 
a 
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2、 如果 变 量 zx。 能 表 为 两 项 的 和 5 一 4 十 4s， 其 中 4 是 常数 ， 而 a4 是 
无穷 小 。 试 证 “为 m 的 极限 , 

3. 如 果 说 满足 下 列 条 件 的 变量 2 是 无 穷 小 ,有 无 错误 ? 错 在 哪 正 ? 举 
例 说 明 ， 
(1) 对 于 任意 的 。>0, 存在 着 自然 数 NW， 当 #> 太 时 ， 和 < 
(2)》 对 于 任意 的 s> 0, 有 无 穷 个 mm 满足 |zmj < 

4. 证 明 一 个 数列 {so} 不 能 有 两 个 极 取 。 

5. 证 明 |sin 等 | 没有 极限 . 

6， 从 第 一 章 $ 2.9 有 界 函数 的 定义 ,推出 它 的 否定 式 , 来 建立 无 界 函 
数 的 定义 . 


2.7 发散 数 列 、 无 穷 大 
8$2.1 里 讲 了 s- 定义 以 后 曾经 说 ， 没 有 极限 的 数列 是 
发 散 数列 . 这 是 对 于 s-W 定义 的 否定 , 只 是 它 否定 得 很 笼统 ， 
实际 上 发 散 数列 还 可 以 分 类 . 
.定义 8 {8,} 是 数列 , 如 果 对 于 任何 (大 的 ) 正 数 戏 , 总 有 
一 个 自然 数 六 ,保证 
‘Swap | >M {k=1i, 2, 3，…) 
成 立 便 说 {fa} 是 无 穷 大 , 记 作 


lim 8. 一 co 或 8 一 co (W300)., 


执政 


无 穷 大 也 是 变量 , 或 者 说 是 变量 的 一 种 变化 趋势 , 切 不 可 
与 很 大 的 量 相 混淆 。 无穷大 实际 是 发 散 数列 ， 没 有 极限 . 虽 
然 s 一 co 时 常 读 作 “s, 趋 于 无 穷 ， 而 co 仅 是 变量 的 一 种 变 
化 情况 ,不 是 一 个 数 ， 如 果 {ss} 是 无 穷 大 , 从 某 项 以 后 各 项 都 
是 正 数 , 即 是 说 对 于 任意 的 正 数 于, 总 有 一 个 自然 数 信 ,保证 
sw 对 于 一 切 自然 数 天 成 立 ,就 说 {8.} 是 正和 无穷大 , 记 作 
lim s, 一 十 oo; 相仿 地 , 如 果 无 穷 大 {3} 从 某 项 以 后 都 是 负数 ， 
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便 说 {s%} 是 负 无 穷 大 , 记 作 lim % = 一 co， 一般 无 穷 大 的 变化 
是 跳 牙 的 ,时 而 正 ,时 而 负 ， 例如 {是 十 oo, { 一 分 是 一 co， 
{一 1) 是 oo. 

[ 例 1】 假设 a>1, 试 证 数列 {a") 是 无 窃 大 . 

【证 】 {c 是正 项 数列 . 令 4&=1+a。， 根 据 二 项 式 定理 

ltnat 2 十 
因为 右 端 各 项 都 是 正 数 , 那么 
CA na 
对 于 任意 正 数 W， 只 要 n> 闻 -, 便 有 na>H. 下 N-[ 辽 | 
就 可 以 保证 站， 全 人 都 大 于 对。 这 就 证 明了 
lima"= +o0, 

【 例 2】 试 证 数列 {2"'oognr} 是 无 穷 大 . 

【证 】 因为 12,cosnz|==2*, 根据 例 1， 2 一 二 ce， 所 以 
{2".o08 mm} 是 无 穷 大 。 这 数列 实际 是 

—2, 4, —8, 16, 2+, (—2)", 0 

定理 8 假若 {3,} 是 无 穷 大 , 常数 a 关 0, 那么 {asn} 也 是 
无 穷 大 .特别 地 { 一 s} 是 无 穷 大 ， 

【证 】 因为 {8,} 是 无 穷 大 ,那么 对 于 任意 的 正 数 开 ， 总 
有 自然 数 妨 ， 保 证 java|> -[ 丰 一 2 8 …)， 也 就 是 
|aswrx| > 好 .所 以 {as,} 是 无 穷 大 ， 

定理 的 后 一 半 是 显然 的 ， 】 

定理 4 假若 {s,} 是 无 穷 大 , 那么 {1/a} 是 无 穷 小 ; 假若 
《8 是 无 穷 小 ， 而 且 5n¥0n=1, 2， 3, "…), 那么 {ti/sn} 是 无 
穷 大 . 
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【证 】 先 证 定理 的 第 一 部 分 。 假设 {3:} 是 无 穿 大 ,那么 
它 里 边 至 多 有 有 限 个 项 等 于 稚 . 不然 它 就 不 是 无 穷 大 了 . 根 
据 $ 2.4 的 第 四 条 注解 ， 可 以 认为 一 切 纪 了 0，{1/8w} 每 项 都 
有 确定 的 值 . 

根据 无 穷 大 的 定义 ,对 于 任意 给 定 的 用 >>0, 总 有 自然 数 
六 ， 保 证 对 于 一 切 自 然 数 序 , 

|swsz| 之 型 。 

由 此 知道 ,对 于 一 切 自 然 数 *, 


1 
7 了 
1. sw+b| < af 


这 邑 是 说 ，ft/s 里 第 六 项 以 后 的 一 切 项 的 绝对 值 都 小 于 
1/M. 因为 族 蚌 任 意 指 定 的 , 那么 可 以 认为 1/2M 是 任意 指 
定 的 ; 所 以 {/a} 是 无 穷 小 . 

第 二 部 分 的 证 明和 和 这 一 样 ， 建 议 读者 作为 练习 去 证 明 
它 . 1 

这 定理 所 说 的 无 穷 大 与 无 穷 小 的 关系 ， 很 容易 使 我 们 感 
到 它们 好 象 是 互 为 倒数 的 ， 很 象 是 无 穿 大 与 无 穷 小 的 乘积 等 
于 1， 这 是 错误 的 推测 . 因为 无 穷 大 与 无 穷 小 本 来 都 是 数列 ， 
两 个 数列 的 隘 积 是 什么 ,我 们 还 没有 研究 , 怎么 能 说 它们 的 飞 
积 等 于 什么 数 呢 ， 必须 定义 了 极限 的 运算 以 后 , 才 可 以 谈 这 
问题 的 是 非 《 人 参阅 8 3.3). 

无 穷 大 虽然 不 是 一 个 数 , 但 是 为 了 叙述 上 的 方便 , 也 认为 
数 轴 的 无 穷 远 处 有 一 点 ， 叫 必 无 穷 远 点 ， 并 且 把 区 间 [一 B， 
避 ] 以 外 的 两 个 无 穷 区 闻 (一 0， 一 B) 和 (BB, 十 co) 叫做 无 穷 
远 点 的 邻 域 , 记 作 入 (co, 有 R)， 更 详细 地 说 ,把 (一 0， 一 B) 和 
《 召 ,， 十 ceo) 分 别 叫 做 无 穷 远 点 的 右 邻 域 及 左 邻 域 ， 记 作 
Waitkee, BR) 及 入 -too, 下， 假若 {s 由 是 十 20, 38441, 8849 
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都 在 左 邻 域 六 _(ce,， 五 ) 内 (图 2-7); 假若 {s, 是 一 oc, sx+i， 
sw+2，… 便 都 在 右 邻 域 1 (ce, BR) 内 ,一般 的 无 穷 大 sw， 
sw+2， “分 在 左右 两 个 邻 域 里 ， 


Oe Ee I BB 


图 2-7 


这 样 规定 了 之 后 ， 就 可 以 把 5x4 与 co 统一 在 一 种 
叙述 法 之 下 ; 4 趋 于 a, $s 趋 于 无 穷 . 

哇 注 -近来 有 些 书 把 无 穷 大 (oo) 当 作 一 个 数 添 在 实数 系 
里 , 而 把 所 得 的 实数 系 叫做 增 广 实 数 系 ， 同时 把 湛 上 无 窍 远 点 
的 数 辅 ， 叫 做 增 广 数 轴 ， 这 办 法 在 某 些 地 方 (例如 叙述 上 , 极 
限 的 计算 上 ) 确实 方便 一 些 . 然而 在 另 一 些 地 方 也 会 引起 误 
会 .、 所 以 即使 这 样 倡议 的 人 , 也 特别 嘱 附 ,在 运算 中 使 用 %， 
必须 给 予 另 外 的 注意 ， 这 意思 是 说 : 发 生 疑 问 时 , 还 必须 用 极 
有限 的 原则 对 待 co， . 

[ 例 83】 设 a>1,>0, 试 证 lim 入 人 

【证 ] 令 4a=1+%, 和 >0. 根据 二 项 式 定 理 

or 


当 n>2 时 ， 二 > 那么 


1) 3 一 nn) (a—1)*> 分 n2, 
Cn > te 2 
于 边 按 天 的 大 小 分 三 种 情形 证 明 ， 
(1) 5 一 1。 从 上 边 的 不 等 式 推 得 


不 论 正 数 1 多 么 大 ， 只 要 n> 元 4 江 .5， 便 一 定 有 ->M， 
加 


这 就 证 明了 =1 的 情形 
(3) 0<#<1, 这 时 :对 = 2 > 思 ， 显然 趋 于 十 co。 


(3) 8>1， 由 al 得 吐 >1 根据 (全 的 缚 果 可 知 


1 
lim (0) _ 十 cc。 


+ 缴 


当 充分 大 时 ， Cob >1, 这 时 


bp ely 
有 7 
因此 lim -所 一 十 oo. 
【 肇 4 证 明 1limY% =1. 
【证 】 在 例 3 推 得 的 不 等 式 a">《4 二 上 志 中 , 令 
好 一 的， 
便 得 出 n>- 呈 (Yn 一 1)2, 从 国 0<3F1<_2_ 显然 
A 
lim -A=0, 所 以 lm (Yn 一 一 1) ==0. 也 就 是 


limw nn =1, 


间隔 


2.8 无 界 数列 
下 而 讲 另 一 类 发 散 数 列 。 
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定义 4 对 子 他 党 给 定 的 正 数 戏 ， 训 果 数 列 {s,} 里 总 有 
无 穷 多 项 在 区 间 [ 一 大 , 及 ] 之 外 。 也 就 是 说 有 无 穷 多 个 自然 
数 ri, nz, rms,，…'， 使 得 

lal>M (=1, 2,8,.), 

便 说 {8} 是 无 界 数 列 . 

这 定义 与 无 穷 大 定义 的 区 别 是 ， 这 里 只 要 求 有 无 穷 多 个 
sm 满足 |8。,| > 并， 而 不 是 象 无 穷 大 定义 那样 ， 要 求 号 码 呈 大 
于 不 的 一 切 &% 满足 |s|>> 邓 。 现 在 这 无 穷 多 个 号 码 jt，?%， 
ms,，，"* 未 必 是 连接 着 的 自然 数 , 而 无 穷 大 定义 要 用 大 于 六 的 
一 切 自 然 数 . 

现在 这 定义 也 没有 说 由，‰， ms,… 一 定 不 是 连接 着 的 无 
穷 多 自然 数 , 所 以 无 界 数列 并 不 排斥 无 穷 大 ， 

【 便 】 {s == {252"%}。， 把 这 数列 具体 写 几 项 ,是 


1 1 1 
? 4, BB? 16, 9? 64, ”3 


它 的 一 切 偶数 项 构成 数列 {2”}, 即 是 
4，16，64，…，22，，…， 
这 是 十 =2. 所 以 不 论 到 多 大 , 总 有 一 个 自然 数 攻 ,保证 *>> 玉 
时 ,2”“> 到 这 即 是 说 , {2C2”) 第 2 五 项 以 后 的 一 切 偶数 项 
都 大 于 杂记 以 {s} 无 界 . 
{257 人 的 一 切 奇 数 项 攀 成 数列 {2 2， 即 是 
下 二、 
本 ， 8? 32? ? 91 > 
它 的 一 切 项 都 在 0 与 王 之 间 。{2C2"} 里 每 个 偶数 项 之 后 总 


还 有 无 穷 多 个 很 小 的 数 . 所 以 对 放任 何 正 数 好 , 不 会 在 某 项 
以 后 的 一 切 项 都 大 于 下 ,因此 {2 不 是 无 穷 大 . 
从 这 例题 来 看 ， 无界 数 列 有 无 穷 多 个 点 在 (co, B) 里 ， 
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狐 如 {2032 里 包含 着 122 ,在 天 很 大 时 2? 便 在 入 _(oo, 局) 

里 . 一 般 总 还 有 无 穷 多 点 密集 在 某 些 有 限 点 的 近 劳 ， 犹 如 
1 个 里 的 他 全 个 密集 在 原点 的 近 游 ,而 无 穷 大 则 不 能 ， 
这 是 一 般 无 界 数 列 与 无穷 大 的 区 别 ， 


之 .9 有 界 数列 


定义 6 如 果 有 一 个 正 数 好 ， 数 列 {fs} 中 的 一 切 项 ss 都 
满足 不 等 式 |s|< 天 于， 便 说 {sn} 是 有 界 数列 . 

一 切 s, 满足 |ss| < 并， 也 就 是 一 切 % 都 在 原点 的 邻 域 
《一 型 , 于 ) 之 内 .这 时 一 切 |8。| 都 小 于 好 ,因此 称 为 {8,} 
的 上 界 , 同 理 一 站 称 为 {3s} 的 下 界 . 但 是 不 要 因此 而 误 认 为 
上 界 一 定 是 正 数 ， 下 界 一 定 是 负数 (参加 下 面 的 例 工 和 例 2). 
要 点 是 : 上 界 不 小 于 一 切 sw 下 界 不 大 于 一 切 a。 数 列 有 上 界 
的 话 , 上 界 便 不 止 一 个 .车 有 一 个 上 界 履 , 那么 大 于 用 的 任 
何 数 都 是 上 界 . 下 和 界 也 是 这 样 ， 有 界 数列 的 定义 还 可 以 改进 
一 下 ; 

定义 6 如 果 有 两 个 数 4、B,，4< 卫 , 而 数列 {s} 的 一 切 
项 满足 不 等 式 4<w%w<Bm=l 2, 3 …)， 便 说 {s 由 是 有 界 
数列 , 4 称 为 {8,} 的 下 界 , 瑟 称 为 上 下 

从 几何 上 来 看 ,就 是 {8,} 的 一 切 点 都 在 区 闻 (4., 3) 之 内 ， 
定义 6 与 定义 5 没有 本 质 的 不 同 , 可 以 互 推 . 事实 上 把 定义 5 
里 的 不 等 式 |s,| 之 用 改写 为 一 列 <a< 玫 ， 便 是 定义 6 所 要 
求 的 不 等 式 ， 如 果 取 对 =Imax(|4|;, | 召 |)， 那 么 一 盈科 4<g 
<3< 对 ， 从 而 定义 6 里 的 4<%<< 召 又 换 成 了 定义 5 里 的 
一 开 <%<< 形 ， 这 说 明 两 个 定义 互 为 因果 . 

显然 定义 扣 中 的 不 等 式 |g|< 歼 可 以 改写 为 |o| < 对， 
同 理 ,定义 6 里 的 不 等 式 4<s,<<B 的 不 等 号 “< 也 可 以 改写 
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数列 是 在 自然 妆 集 上 定义 的 画 数 ， 所 以 有 界 数列 是 有 办 
范 数 的 特例 ， 无 界 数列 也 是 无 界 函数 的 特例 ， 读 者 可 以 把 上 
面 的 定义 5 和 定义 4 同 第 一 章 §2.9 的 定义 6 及 定义 了 对比 
一 下 . 

[ 例 1 数列 人 2 二 | 单调 下 降 , 它 的 一 切 硕 都 大 于 
首 项 3 最 大 ， 记 以 本 
2 二 


2 是 这 数列 的 下 界 ,3 是 上 界 ( 这 数列 的 下 界 2 就 不 是 负数 ). 
【 鲍 2】 数列 | 二 二 细 | 单调 下 降 ， 首 项 一 1 最大， 其 余 


一 切 项 都 大 于 一 2; 所 以 
一 工 一 


-一 袜 3 (n=1,2,8,.), 


-1 ml,2,3,- ea 


一 2 是 下 界 , - 1 是 上 界 ( 这 数列 的 上 界 -1 不 是 正 数 ). 

有 的 数列 只 有 上 和 界 而 无 下 界 ， 例 如 一 切 负 整 数组 成 的 数 
列 有 上 界 ( 比 如 一 1 就 是 一 个 上 界 ) 但 是 没有 下 界 ， 约 定 说 这 
种 数列 于 上 有 界 ， 一 切 正 整数 组 成 的 数列 有 下 界 ,而 无 上 界 . 
说 这 数列 于 下 有 界 . 必须 上 下 两 方 都 有 界 才 是 有 异 数 列 。 一 
方 有 界 另 一 方 无 界 时 , 还 是 无 界 数列 . 

定义 5 与 无 穷 小 的 定义 有 些 相近 ,然而 两 者 还 是 不 同 的 . 
定义 5 只 要 求 有 一 个 正 数 以 ,并 不 要 ML 任意 小 , 即 只 要 求 一 
切 点 不 越 出 区 间 ( 一 和 ，M) ,并 不 要 求 {a} 通 近 0, 所 以 有 
界 数列 未 必 是 无 穷 小 , 然而 无 穷 小 却 必 是 有 界 数列 。 更 一 般 
地 说 ， 

定理 5 收敛 数列 是 有 界 数列 ， 
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【证 】 假设 数列 {8,} 收敛 于 a， 那么 对 于 =1， 有 一 个 
举 然 数 交 ,保证 
| [sy+z—a|<1 C=1,2,3,.), 
所 以 
a—1l<svp<atl1 (Fe=1, 2, 83, ..)., 
这 时 候 81, 82,…, sx 一 般 不 满足 上 面 的 不 等 式 ， 假 设 4 
与 如 分 别 是 st so …，sv， 4 一 41, a 十 4 中 的 最 小 者 与 最 大 者 ， 
即 是 
A=min(s, 83, **, Sp, 4—1, g++1); 
B= max(s, 82, ", 8y, I—1, ga+1), 
便 得 到 不 等 式 
A<S<B n=1, 2，3，…)， 
这 说 明 {ss} 有 界 . 了 
反 过 来 说 ,有 界 数列 未 必 是 收银 数 列 . 例如 §2.5 例 1 中 


所 讨论 的 数列 [( 一 "(1 一 去 |,， 当 "为 个 数 时 ， 


2 
0<8=1 可 


当 ”为 奇数 时 , 一 1<s= 一 1 十 所 以 一 切 % 满足 不 


等 式 


<1l, 


~1<s,<1, 
这 数列 有 界 , 然而 它 没有 极限 , 即 是 发 散 的 . 
附注 ”数列 是 否 有 界 , 不 在 于 前 面 任 何 有 限 几 项 , 这 因为 
有 限 个 数 总 是 有 界 的 。 所 以 有 的 书 中 说 , 如果 {3} 里 有 一 项 
sy， 在 sx 以 后 的 一 切 项 满足 不 等 式 |s,| < ( 是 某 个 正 
数 ), 就 说 fsj 有 界 ， 由 此 可 见 , 更 改 {8w} 的 有 限 几 项 , 不 会 影 
响 它 的 有 界 性 。 


习 题 四 
工 ， 举 出 一 个 有 界 的 发 赦 数 列 . 
2. 假若 数列 {sn} 的 通 项 是 
和 2， 用 为 慢 数 ; 
-| 工 ， ”为 高 数 ， 
试 证 {fso} 无 界 , 而 不 是 无 穷 大 , 
. 按 定 义 证 明 :; 数列 ls5s} 为 无 穷 大 ,已 知 sn 是 
(1) Vin, (2) n!; 


9 


. 7 十 1， 
《3) Inn; (4 “nti. 


(5) 工 41 到 十 于 十 …… 二 二 


4， 假若 {zs} 是 无 穷 大 ，{yn} 是 有 界 变量 ， 试 证 i 是 无 穷 大 。 


安 .1O ”数列 极限 的 存在 


在 $ 2.3 里 说 过 ，s- 定义 不 能 判断 数列 的 极限 是 否 存 
在 ， 所 以 任意 给 出 一 个 数列 时 ， 还 不 能 确定 它 是 否 收敛 .下 
面 提出 一 个 直观 上 容易 接受 的 方法 作为 以 后 讨论 的 根据 . 因 
为 严格 的 证 明 , 要 占 一 定 的 篇 幅 , 这 里 暂时 不 讲 . 

定理 6 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

单调 有 界 数列 包括 两 种 情形 : 一 种 是 单调 上 升 而 有 上 界 ; 
一 种 是 单调 下 降 而 有 下 界 。 这 里 音调 上 升 包括 单调 不 降 , 单 
调 下 降 包 括 单调 不 升 . 

定理 6 仅仅 能 判断 单调 数列 有 无 极限 ， 是 极限 存在 的 充 
分 条 件 ， 不 是 必然 条 件 ， 浏 断 非 单调 数列 如 {1/( 一 罗 中 是 否 
收 伍 ? 它 就 无 能 为 力 了 。 


【 鲍 了 一 am 十 诈 十 十 十 全-， 其 中 每 个 Pr 人 


=0, i1, 2， S 中) 是 0， 1, 2, A 9 各 数 之 一 . 试 证 {zn} 收敛 . 
【证 】 nt 一 0 十 人 二 这 wn. {rn} 单调 不 隆 . 显然 一 切 


zn<po 十 1，{zw} 于 上 有 界 ， 所 以 {z 收敛. 

【 例 2】 刘 徽 的 割 圆 术 (本 章 $1.1 例 1) 男 然 从 实践 上 
可 以 认为 + 的 近似 值 是 3.1416, 但 
是 还 应 该 从 理论 上 确定 xz 的 存在 ， 
然后 用 定义 确定 圆周 率 这 个 概 
念 . 

”要 证 明正 多 边 形 周 界 之 长 的 数 
列 (沿用 $1.1 的 记号 ) {po.} 

PDs, P12, Ps4, **", Dar, 
Ei 收敛 , 就 要 用 现在 的 定理 6. 

第 一 步 : 根据 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 定理 ， 证 明 
〈 图 2-8) 


Pe P< pa ps. 《2.13) 
第 二 步 : 用 同 祥 理 论证 明 外 切 正 多 边 形 周 界 之 长 的 数列 
{ Pa 单调 下 降 ， 


Pe> Pis> Pa> > Psp > (2.14) 
第 三 步 ， 对 于 任意 正 整 数 b 证 明 
Pr Pr. (2.15) 


这 因为 04 是 外 切 正 多 边 形 的 边 心 距 . OM 是 内 接 正 多 边 形 
《 边 数 和 外 切 的 一 样 多 ) 的 边 心 距 . OM<O4. 内 接 与 外 切 的 
这 两 个 多 边 形 相似 ， 它 们 的 于 长 之 比 等 于 任意 一 对 对 应 线段 
之 比 ,所 以 过 8 


二 (2.16) 
下 


因此 和 一 天 

第 四 步 ， 从 不 等 式 (2.15) 和 人 2.14) 可 知 

Pa < Pa.2n < .Pe. 

这 表示 {pa.2"} 的 一 切 项 都 小 于 Ps, 那么 Pe 是 {pe.2n} 的 土 界 . 
从 (2.18) 已 知 数 列 {p3."} 单调 上 升 . 根据 定理 6, 知道 {23.2m} 
有 极限 7 

第 五 步 ， 用 同样 的 方法 证 明 {Pa.2"} 有 极限 L. 

第 六 步 ， 证 明 1i=K， 从 (2.16) 知 道 
OM .AM :A4’ 1 


i , Wt 
pi A a 
_ pa 1 OM _ 4NH 44 . 1 
0<1- 名 -1- 人 < 人 < 入 < 
一 般 地 ， 


_._PDa.” 1 
0O<1 Pes ee | 
但 是 | -7 可 | 是 无 穷 小, 因此 

lim (Ps.2n/ Pa.2x) 一 

请 是 Tim Pa.gnf Him 了 Po 一 工 ， 所 以 【一 了 

我 们 定义 这 极限 1 为 贺 周 之 长 . 

全 | 也 收敛 它 的 极限 于 就 是 辑 周 与 直径 之 比 (因为 
加 的 半径 是 了， 

衣 腿 是 否 存在 是 一 回 事 ， 如何 去 求 极限 是 另 一 回 事 ， 一 
般 地 说 , 这 两 件 事 的 关系 是 不 大 的 ， 

$1.1 例 3 也 是 这 样 ,应 该 在 数列 {F。}[ 即 数列 (1.)] 收 
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敛 的 基础 上 , 定义 它 的 级 限 作为 三 棱锥 的 体积 . 

一 般 地 说 ,凡是 涉及 无 限 次 度量 , 不 论 是 长 度 、 面积 . 体 
积 . 角 、 弧 等 等 都 需要 用 极限 理论 核实 . 

[ 例 8】 已 知 z.= V3， 

B= NE 。 (2.17) 

试 证 {zn} 收敛 ， 

(2.17) 这 样 的 等 式 ， 叫 做 秆 推 公式 . 虽然 这 里 没有 给 出 
数列 的 通 项 ， 但 是 有 了 递 推 公式 ， 便 可 以 写 出 数列 的 任何 一 
项 ， 递 推 公式 就 起 到 通 项 的 作用 按 (2.17) 把 数列 写 几 项 就 


是 


四 一 WII， w=vVin = V2+vV2, 
ma V3Tm M2tV2i VS, 
m= Vat = N+MIMIT VD, + 
21 有 一 层 根 导 , wa 有 两 层 ， gs) 44 分别 有三 层 、 四 层 , 依 此 类 
推 , zn 有 mn 层 根 号 ， 
ta N2+ V2+V V3. 
名 层 根 式 ) 
解 ， 显 然 , 这 里 的 数列 是 单调 上 升 的 , 即 是 
Tg 
并 且 2 V2 <2, 
m= M2+TwI < NI+2=2, 
ts= V2 < N22+2=2, 


wv ;二 VV 2+ M2+2—2. 
可 见 2 是 {zo} 的 上 办 
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{zm} 音调 .上升 而 且 有 上 界 , 所 以 收 化. 

判断 一 般 数列 是 否 收 敛 的 定理 有 : 

定理 7( 柯 西 ) 数列 {ss} 收敛 的 必然 且 充 分 的 条 件 是 : 
对 于 任意 小 的 正 数 s， 总 有 一 个 足够 大 的 自然 数 六 ， 保 证 8x 
以 后 的 任意 两 项 gm, sw (mm> 克 2 > 六, m 交 1) 满足 不 等 式 

| sm 一 so | < 8. 

条 件 的 充分 性 不 易 证 明 , 从 略 . 这 里 只 把 必然 性 证 一 下 . 
假设 {s} 收敛 于 4, 那么 对 于 任意 小 的 正 数 s， 一 定 有 一 个 自 
然 数 六 ,保证 %> 六 时， 

[ss.—a| <e/2. 
现在 加 > 于 , m' 之 访 ， 所 以 [sm 一 a1 之 s/2，|sw 一 21 过 8/2， 因 
也 
sm 一 sm 一 | (gm —0) — (8w— 0) | 
< |s ge dt ] 


【 例 4 假设 0. 一 二 + 33 2 2 41,., 


收敛 . 
【证 】 假设 是 任意 自然 数 . 令 中 一 mm 二 有 
二 Sl 5 二 二 en 上 2 二 二 
那么 
， 
| 
1 1 1 
rT ti 二 和 让 i nt 


4 需 和 > 1. 令 


一 138 一 


_F-lgs 
x-| 这 了 | 
便 能 保证 办 > 太 7,，%> 下 时 je 一 mm|<e， 所 以 fo 收 伊 . 
[ 例 5】 假设 =I 十 言 寸 吉 十 … 十 二， 间 {z 是 否 收 
敏 


解 ， 假设 mn, 那么 


Tm Tn = 十 十 ，… 十 一 一 


Sot 
TL Tv Te TE 

只 要 mw 一 24， wn 一 w, 便 > 吝 ， 那 么 不 论 访 多 大 , 任意 取 一 个 

n> 入 , 再 取 由 -2n， 便 有 [za 一 mm| 一 am 一 四 > 豆 . 所 以 {zs} 


发 散 ， 
{zn} 各 项 都 是 正 数 , 又 单调 上 升 , 已 知 它 是 发 散 的 ,所 以 
Tn 了 十 oo. 

我 们 有 两 次 说 到 微分 法 与 积分 法 都 是 无 穷 小 运算 ， 每 一 
步 这 样 的 运算 , 包含 元 穷 多 道 手续 .。 现在 所 讲 的 数列 的 收敛 
性 , 就 是 实现 这 无 穷 多 道 手续 的 方法 .。 这 方法 只 不 过 是 为 了 
使 用 “ 赵 于 稳定 ”的 数列 , 而 用 se- 六 定义 把 “ 趋 于 稳定 "的 意义 
形式 化 ,以 硬 用 它 来 判断 是 否 收敛 而 已 . 判断 了 一 个 数列 是 
收敛 的 , 青 把 极限 求 出 来 , 就 是 进行 了 一 个 无 穷 多 道 手 续 的 运 
算 . 


习 题 五 


工 仿照 §2.10 例 2 定义 贺 的 西 积 . 
[提示 : 内 接 正 3.2" 边 形 面积 序列 14.2m} 单调 上 升 ; 外 切 正 3 2 
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边 形 面积 序列 {Qs"} 单调 下 降 , 分 别 有 上 界 、 下 界 , 各 收 黎 于 4.9. 

然后 证 明 上 1 一 -各 全 |} 是 无 穷 小 , 借 此 推 得 二- 22- } 收敛 于 1 从 而 
gq/Q=1.] 

， 设 ae>0, zl 一 Va， 二 Mot+xn_i 如一 3, 3, 4,…), 试 证 {zn} 

收 笋 ， 

. 设 =V23， x, 二 VEZ 区 =2 3, 4 …), 试 证 站 收效 ， 


， 设 如一]， Zr 一 十 Te 了 (n=1, 2, 3, "1), 斌 证 {zn} 收 化 . | 


.假设 和 ao 有 界 ，191 <1，mm= 六 aiq*， 用 柯 相 定理 检查 {zn} 的 收 

全 性 , 

.假设 如 =1-- 寺 + 于 一 工 +…+(~TD" 二 ， 用 柯 西 定理 检查 {x} 
四 -可 于 2 他“ 

的 收敛 性。 


第 三 节 ”数列 极限 的 运算 
以 前 所 讲 的 数列 的 收 伍 问题 , 仅 是 一 个 数列 自身 的 性 质 , 


没有 涉及 数列 与 数列 的 关系 . 如 果 两 个 或 多 个 收敛 数列 有 茶 
种 关系 时 , 它们 的 极限 会 有 什么 相应 的 关系 呢 ? 前 节 定 理 4 就 
属于 这 类 问题 . 本 节 将 要 在 这 方面 讨论 更 为 广泛 的 关系 ， 


3.1 收 合 数列 的 性 质 
”前 节 定 理 1 说 过 ; {s,} 是 无 穷 小 时 , fasy} 还 是 无 穷 小 ， 这 


就 是 无 穷 小 的 一 个 性 质 、 为 了 讨论 极限 的 运算 ， 我 们 再 介绍 
收敛 数列 的 两 个 性 质 . 


定理 1 假设 {zo} 收敛 于 aa， 了 <a<c， 那 么 一 定 有 一 个 


自然 数 访 , 保证 不 等 式 


b Dd 
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对 于 一 切 自 然 数 成 立 . 
， 【证 】 假定 s=min(c 一 a, 4 一 人 ， 由 于 mr>a， 必 有 站 
然 数 六 ， 保 证 

[gwis—ul<e (GB=1, 2，3，…)， 


即 是 
如一 E<OVE<CQ 十 3 (k=1, 2， 3, …), 


但 是 ec 一 4a, sa 一 5, 那么 8<as， 4 十 8 帮 6， 所 以 
b<wwr<e (k=1, 2, 8,-…), 1 
推论 1 假设 数列 {z。} 收敛 于 s 关 0， 那 么 一 定 有 一 个 自 
然 数 信 ,保证 不 等 式 
[rwszt| > lal/2 . (3.1) 
对 于 一 切 自 然 数 成立. 


【证 】 a>0 时, 5<a, 那么 有 一 个 自然 数 访 , 保证 
Dwtt 之 吝 (Fk=1, 2, 8, .…), 
这 蚌 (3. 几 的 一 个 方面 一 一 2>0 的 情形 . 
aa<0 时 ， a< 瑟 <0， 那么 有 一 个 自然 数 访 , 保证 


pox<S<0 (b=-l, 2, 8,.°), 


这 是 (83.1) 的 另 一 个 方面 一 -a<0 的 情形 。 从 这 不 等 式 取 绝 
对 值 , 也 就 是 两 端 都 变 号 , 得 
Ionsl> Val/2 (k=1,2,8,.). 

这 就 是 概括 以 上 两 种 情形 的 3.1). 1 

推论 2 假设 数列 {z,} 收 伍 于 a, 数列 {yw} 收 人 证 于 5, 而 
且 对 于 一 切 自然 数 %%, wv。<ys, 那么 2 所 5. 

[证 】 假若 不 然 ， 而 是 4>5， 那么 当 w 大 于 某 个 自然 数 
万 时 ,将 会 wm>gn， 这 与 假设 相 矛 盾 . 了 
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定理 2 假设 f 小 ，{g，{z} 三 个 数列 的 对 应 项 满足 不 


Oh (0 一 1 3，3，…)， {3.2) 
而 上 Lim cz, = Hm Zn 二 妈 ， 
那么 必然 lim 加 一 4. 


【证 】 既然 @->4, 那么 对 于 任意 给 定 的 es>0, 一 定 有 一 
个 自然 数 六 ii， 保证 
[onrz—al<e (=1, 3，3，…). 
又 因为 .>9, 那么 对 于 同一 个 8, 一 定 有 一 个 自然 数 六 > 
|zvusx—a|<e (k=1, 2，8，…)， 
如 果 广 =maxt( 和 i, Na, 那么 对 于 一 茹 自然 数 色 
Jewiz—0l<se 与 Jzwis~a| < 
同时 成 立 ， 把 这 两 个 不 等 式 改 写 为 
G—E<WNk<H+tE 与 a—8<Yyir<adti+e 
(k=1, 2，3，…)， 
再 与 (3.2) 结 合 起 来 , 就 得 到 
G— ELD SY Ey < kK=1, 23，…)， 
从 而 推 得 
[gw 一 GE<s (k=1, 2,8,.), 
即 是 lmy, a 3 
推论 ”假若 {yw} 与 {z,} 满足 不 等 式 
a n=1, 2，8，…)， 
而 Hm z= 二 8， 那么 一 定 limyn=a, 


定理 2 的 假设 条 件 较 强 ,所 得 的 结论 也 多 些 ， 它 不 仅 能 
断定 {yn) 收 化 ,而 且 能 知道 它 的 极限 。 


[ 例 】 求 | 3]} 的 极限 . 


解 : = i - 一 工 _ 当 %>3 时 ,号 一 0 因此 


oo 各 n i 
Ee 
可 和 
—1 、 3 一 各 
然而 pr 所 以 3 —>0. 


33.2 无 穷 小 的 运算 


定义 1 两 个 无 穷 小 对 应 项 的 和 、 差 , 积 . 商 作 成 的 数列 ， 
书 艇 这 两 个 无 穷 小 的 和 、 差 、 积 、 商 . 

定理 8 两 个 无 穷 小 的 和 与 差 都 是 无 穷 小 . 

【证 】 假设 两 个 无 穷 小 是 fen} 和 {gn}. 那么 它们 的 和 与 
差 是 {o 士 %}， 对 于 任意 小 的 数 s 之 0， 总 有 一 个 自然 数 信 1， 
保证 


zs < (b=l1, 2，3，…) 


2 
还 有 一 个 自然 数 如:， 保 证 


|yxur| 王 误 (=1, 2, 3, 0 


如 果 取 计 =max( 人 Ni Ns), 则 
EX |zxwrz| + |yy+x| 
<< 襄 七 号 一 起 一 十 2， 3， …) 
所 以 {fe 土 加 } 是 无 穷 小 . 】 
这 定理 可 以 简单 地 叙述 为 : 两 个 无 穷 小 的 代数 和 是 无 穷 
小 . 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 : 
推论 ”和 任意 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 是 无 穷 小 。 
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这 推论 的 假设 条 件 要 求 无 穷 小 的 个 数 有 限 ， 注 意 这 一 点 
不 得 忽略 . 如 暴 无 穷 小 的 个 数 不 固 定 ， 而 是 随 着 变量 的 变化 
而 无 限 增 多 的 话 ， 这 推论 则 未 必 成 立 。 将 来 在 积分 理论 中 经 
常 出 现 这 种 情形 。 

定理 委 假设 数列 {wn} 有 界 ， {yr} 是 无 穷 小 , 那么 fengn} 
是 无 穷 小 . 

【证 】 因为 {2,} 有 界 , 那么 有 一 个 正 数 好 ,使 得 

Io <M m=1, 2, 8，…)， . 
因为 {y。} 是 无 穷 小 ， 那么 对 于 任意 的 5 之 0, 总 有 一 个 自然 数 
,保证 
[ywvrs| <a/M (h=1,2, 38,...), 
出 此 
[pwrxywrs| < =1, 2,8,.…), 
所 以 lim(awyn) =0. 1 


推论 ”两 个 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 . 

【证 】 假设 6.->0，y。>0， 那 么 总 有 一 个 当然 数 太 保 
证 大 于 下 时 ，|mm| <1， 如 果 只 考虑 {zn}、{y} 中 第 站 项 
以 后 的 一 切 项 ， 这 两 个 数列 便 已 经 符合 定理 4 的 假设 条 件 
i | , 
很 容易 证 胃 任 何 有 限 个 无 穷 小 的 乘积 , 还 是 无 穷 小 ，; 
两 个 无 穷 小 之 商 没有 确定 的 结果 ， 例 如 


四 fd 0 的 -全 于 时 人 位 } -nh 
四 -| 人 -人 时 


二 ve 人 人 


@) {ef}, {| 时， 
后 
3.3 数列 极限 的 四 则 运算 


定理 5 假设 >4, 0m->0， 那么 2 十 yn->4 鞋 3. 
【I 证】 根据 $2.5 定理 2, {2 一 0}, {一 如 都 是 无 穷 小 , 
根据 $3.2 定理 3, 知道 
{wntyn) — (ot 6)}— {Crna) + (yn— 0?)} 
是 无 穷 小 ， 根 据 82.5 定理 2, 知道 
2 十 yo-~>& 土 5 (n>00). 1 
推论 假设 2->a, 2 是 常数 ,那么 
tn 土 b—9 土 9, 
b— wb a. 
定理 6 假设 4->60, gw>2， 那么 Yn->a28. 
【证 】 这 就 是 说 要 证 明 wy 一 ab 是 无 穷 小 . 
Von— b= (Vo sia yn— 0). (3.3) 
由 于 {gs} 收敛 ,那么 {yw} 有 界 ($ 2.9 定理 及， 因而 有 一 个 正 
数 c, 保 证 


于 是 
eal ly <olwo—a| 
是 无 穷 小 ， 这 因为 Isa| 是 无 穷 小 全 2.5 定 理 D)、 同 再 
(ys 一 妨 是 无 穷 小 ，(3.3) 有 端 两 项 都 是 无 穷 小, 所 以 两 者 之 
和 还 是 无 穷 小 ($3.2 定理 3)， 因 此 jab。 了 
推论 假设 o>4, 5 是 常数 ,那么 


baa—>0G. 


| | < (n=1, 2， 3, pp 


呈 4 一 


5 关 0 时 ， 自 然 又 可 以 说 -全 -> 全 
定理 7 假设 Ta, rn 一 > oO., 那么 
四 
yD 


【证 】 这 要 证 明 -一 号 是 无 穷 小 . 


Yn b bon byn 


根据 $3.1 的 定理 1 的 推论 1， 有 一 个 自然 数 Ni， 保 证 当 
> 人 时， | 


一 Go (一 一 (or 一) (3 .人 


lo| > 18172, (3.5) 
从 而 {byn | > 602/2, n> WN. 
根据 82.5 定理 2、 定 理工 与 本 节 定 理 83, 知道 (8.4) 右 端 分 
子 是 无 穷 小 ， 那 么 对 于 任意 小 的 正 数 s， 一 定 有 一 个 自然 数 
W， 保证 当 mm> As 时 ， 


| Dw, — a | < 去 2. 


所 以 当 n>N= max(N, ND) 时 ,| Yn -也 一 as， 这 就 证 明了 


i Yn 
本 定理 了 
推论 假设 4 是 常数 , y, 一 ?8, 8 素 0, 那么 
| GE 
y» 6° 
【 例 1 假设 a (i=0, 1 …, 和 ,Bj 一 0，1，…, 站 者 
是 常数 ,dobo 9， 讨论 


lim on’ om 1+ dn 十 人 
ke 0 0 二 29 二 


pe 


k Rl -2 
Gon Tmt a Tk 
， 了 (nm) = 广 : 了 - 
解 . 大 ) bon: + bn 十 pep 十 十 


nh 
—— n(n), 


央 坟 5 部 入 和 全 人 
是 无 穷 小 ， 从 而 -4 二 全 | 都 是 无 穷 小, 进而 


(GT 1 2 4 0 ba 1 
= et 
nh 2 ne 本 nh 2 人 


是 无 穷 小 .于 是 当 =7 时 ,由 定理 了 知道 
lim jp) = limp(n) =-9o- 
no 由- oo [5 
”根据 $2.9 定理 5 ,知道 p(n) 是 有 界 数列 . 
当 <1 时 , {mw-》 是 无 穷 小 ,根据 本 节 定理 4, 知道 
lim f(n) ~—0, 
” 当 #>1 时 , {ww 站 是 无 穷 大 , 由 定理 1 的 推论 知道 , 一定 
有 一 个 自然 数 7 保证 当 n> 和 WL 时 


fo 


Ip(91> 吝 | 加 


对 于 任意 大 的 正 数 M， 一 定 有 一 个 自然 数 保证 当 o> 
时 ， 


n> QM 


bo 
gl 
于 是 当 %n>> 入 =max( 和 ,2) 时 , [fm | 对， 这 说 明 


lim jp) = oo. 
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总 结 以 上 的 讨论 , 得 
0， 若 El 
lim Fn) -| ao/bo， 若 二 如 
本 oc， 车 5>L 
tm 床 好 全 smsr 训 9 
解 ， 二 >0，{sin m} 有 界 , 所 以 二 sin n>0， 根 据 例 二 
名 一 十 
Berta 
因此 Fu 长 gk gr | 
【向 3 求 82.10 例 3 中 数列 {ww} 的 极限 . ， 
解 : 从 那里 的 递 推 公式 Xn 一 N21 » 求 得 
如? 一 2 十 oo (N=2, 3，…)， (3.6) 
这 无 穷 多 等 式 的 左右 两 端 各 是 一 个 数列 ， 即 是 {znzej 和 
和 十 ww-1}， 根据 定理 6 与 定理 5 的 推论 , 这 两 个 数列 都 收敛 . 
假设 {x,} 的 极限 和 2.10 例 8 已 经 证 明了 它 的 存在 ) 是 *- 那 
和 {wwr} 的 极限 是 wr?，{2 十 -1} 的 极限 是 2 十 z。 因 为 {wnwr} 
与 {2 二 ww-1} 的 对 应 项 相等 , 所 以 它们 的 极限 相等 , 于 是 得 到 
一 个 关于 2 的 二 次 方程 


2 一 2 十 2 (3.7) 
这 方程 的 两 个 根 是 2 和 一 1. 既然 一 切 wv, 都 不 小 于 ~ 2， 
那么 {os} 的 极限 不 能 是 一 1， 由 此 断定 z=2.。 这 就 是 所 求 的 
极限 值 . 
附注 ”从 (3.6) 到 (8. 外 的 过 程 ,寻常 说 是 从 (3.6) 的 两 端 
取 极 限 而 得 (3.7). 
【 例 4] 已 知 0<a<J, 求证 Yo=1. 


Tf 证 】 出 Oc<a<l, 得 a-1>]1, rE 
NG 
例 4 知道 lm Ya 一], 记 以 
1 | 
lim VG = lim yi a 于 1, 


n= 


3.4 附录 一 平行 截 割 定理 


我 们 在 初等 几何 里 都 学 过 下 面 这 条 定理 ( 见 数理 化 自学 丛书 < 平面 
几何 > 第 二 大 
平行 于 三 角形 的 一 边 作 直线 ， 一 定 将 三 角形 的 其 他 两 边 分 成 
四 个 成 比例 的 线段 
假设 CD 平行 于 AO4B 的 底 边 4B (图 2-9), 交 04 于 0, 交 08 


于 几 
如 果 OC 与 04 可 通 约 (图 3-9 之 左 图 ), 那么 
O00 _ OD 
| - OA DB 
是 初等 几何 里 证 明了 的 . 


现在 证 明 00 与 C4 不 可 遂 约 的 情形 (图 3-9 右 图 ) .所 谓 OC 与 C4 
不 可 通 约 ， 就 是 不 论 帮 04 的 几 分 之 一 去 度量 OC， 总 不 能 晶 若 于 次 恰 
好 基 完 ， 现 在 用 s% 一 0C4/2 度量 C4， 基 2 次 自然 会 量 完 ， 从 C 点 开 
始 度量 CO,， 假设 量 mn 次 到 XX。, 还 剩 一 段 0, 但 是 再 景 一 次 便 越过 
0 点 到 了 CO 延长 线 上 的 点 Us。 0 在 XX, 与 Us 之 间 ， 将 40， 分 成 
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(2" 二 mx 十 1) 个 等 段 ， 过 每 个 分 点 作 一 条 平行 于 A8 的 直线 . 这 些 直 线 
在 80 十 截 出 宁 二 on 二 个 长 度 都 等 于 如 的 线段 . 过关 , 及 Us 的 直线 
交 BO 及 其 延长 线 于 了 ,及 V，，0 在 了 ,与 Vs 之 间 ， 这 时 


CGR, Mrsn Ta nt DF (3.8) 
4] 祝 a 本 全 


令 n 一 二 2, 3, …， 则 得 线段 列 {0X。} 及 {DYw} 以 及 数列 {至 
CO—OX,<s, = -Se DO— DY,<t,= 2. 


对 于 任意 小 的 线段 >» 总 有 一 个 自然 数 N, 保证 SN+tly t+ SrT37 tytas 
… 都 小 于 s。 这 说 明 


CX,>00; DY,—=DO, 


由 $3.3 定理 6 推论 知道 


CX» ,C00 DY,., DO 


20. 3.9 
ai Bp TD 人 


从 (3.9 知 道 和 6} 与 和 各 | 但 是 [32s} 
收敛 , 怎 见 得 呢 ? 
CH, =7n,3n = AO, 
CR l= Matin+1 = Dt 4C。 


已 知 CZ<CXnn, 那么 2 < 3 是， 于 是 十 综 | 单调 上 升 . 并且 
OCX, <CUI= (m+l) A072, 


人 到 <- 本 -人 
可 见 [ 积 } 于 上 有 界 ,由 此 世 定 | 到 # | 收 伍 于 某 数 49。 根据 (3.8) 式 知 
道 | 入 如 | 与 六} 部 以 g 为 极限 ， 再 从 (3.9) 玉 看 ,必然 

CO _ DO 

A0™ HD 
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3. 号 附录 二 ”矩形 的 面积 

长 方形 4BCD 的 一 边 4 是 单位 线 民 的 二， 另 一 边 9 是 地 Go 9 都 
是 正 束 数 ) 时 ,这 个 长 方形 的 面积 是 超 -， 原 因 是 m9 个 这 样 的 长 方形 愉 
好 是 一 个 面积 单位 (图 2-]0 之 左 图 )。 进而 知道 。 a 为 有 理 数 艺 , 5 为 


有 理 数 上 时 ,面积 为 3 
4 
No 
Me BB 
图 2~10 
PD PP-ab 
ng 1 4 2 


当 4、5 两 数 或 二 者 之 ~- 是 无 理 数 时 , 长 方形 谋 积 仍然 等 于 op。 这 
需要 用 收敛 数列 来 证 明 ， 假 设 4、5 的 小 数 表示 法 是 
g=Mo' mmans:, b=no'tnans.* 


长 度 单位 是 cm, 那么 


memea< mo lon, tm (mt 1yem 


mer meme<a < ( mo ?mL 十 方 )em， mmom<b <( m' 权 十- ) cm 


10 
mo mniarm f20* 10 
<a< (mo mma + 0 ) <b< (memna+t 3) 
于 是 
mornoem < ABCD < mot 1) (G01) cm 
Cm 0" ?1 (20 "11) ecm? < ABCD 
<(memt 放 mt 曾 ) om 
(3.10) 


(mor pumay Nomino) om? ABOCD 
1 
<( Tn* 11s 十 Er "#41724 +05) erm! 


on 


这 组 不 等 式 左 端的 各 系数 是 数列 
{Mo Mma) 《22 一 0 1 23， (3.,11) 
这 是 数列 {zaovop1…p224} 与 too 和 9 的 乘积 ， 已 知 这 区 个 数列 的 极 
限 是 a 与 5, 所 以 (3.11) 收 敛 于 96. 
(3.10) 右 端 备 系数 是 数列 
1 
{om te ) (rom + 607) 
它 与 @G.11) 之 差 是 
sho* 37711373 LP 1 : 
+ 107 }+{ir} 0b 2 
(3.12) 


其 中 ， 于) = {mo-me…m} |]} 的 极限 是 a.0 一 0. 同 加 


{人 和} 也 收 雍 于 0 | 了 二 是 无 穷 小 。 因 此 (3:19) 也 收 全 
二 xp. 


(3.10) 的 一 上 不等式 两 六 都 药 于， ab， 我 们 就 把 这 个 共同 的 极限 吧 
定义 为 480D 的 阁 积 . 


习 六 
工 ， 若 fm xn 一 0， limy,=b, fa<b, 试 证 可 以 找到 一 个 自然 数 对 ， 
使 得 不 等 式 二 Yr 对 于 一 切 大 于 的 号 码 『 都 成 立 . 
2. 港 变量 z 与 如 分 列 以 g 与 8 为 极限 .又 若 从 某 个 # 起 ,不 等 式 加 
> Yn 成 立 ， 试 证 a 之 b. 
3. 若 lim rn 二 0G, 7? 是 正 整 数 . 试 证 


lim z=0", 
4， 求 以 下 数列 {zn} 的 极限 : 
1—n+t+ 2 1 十 加 二 33 十 十 坊 ， 
OD mm 市 人 
(3) zs =Vntl— Mn, (4) m= VN Vn VY); 


a +- bn-t-e 
(5) lim a 4 bnt cl {a0); 


Cr 一 一 一 一 


一 一 -~ 


一 


ji Ant-e) fp 十 请 ) 
0 bi (am~—oa) ibin—B) Cab 0); 
(7) lim Vrl—Vn GO). 
Pe [at - 记 b 
Py 
V+l— V1 2 
;1 十 2 十 3 一 … 十 1 
i 


(8) lim 工 一 2 


5. 求 本 章 习题 五 中 第 2、3、4 题 数列 的 极限 。 
， 试 证 圆心 角 和 它 所 对 的 统 有 同样 的 量 数 ， 
?. 根据 § 3.1 定理 2 求 下 列 极 腿 : 
《D limwi 十 车 十 35 
[提示 3? < 二 十 3" 十 3"<3n.3( 见 82.3 例 全] 


Dp] 


、 1 1 1 
Og [ys i er 


第 二 章 小 结 


微 积分 的 运算 都 是 极限 运算 .而 数列 的 极限 不 论 从 历史 
的 发 展 上 看 , 还 是 从 数学 的 结构 上 看 , 都 是 极限 理论 的 基础 . 
人 类 的 认识 活动 总 是 由 个 别 到 一 般 , 由 具体 到 抽象 ， 这 一 章 
就 是 按 这 原则 安排 的 . 

我 们 最 关心 的 是 数列 的 收敛 性 ， 和 这 紧密 连结 着 的 是 
e-N 定义 。 这 定义 是 从 无 穷 数列 之 中 分 辨 收敛 数列 的 准则 ， 
而 实际 上 , 也 有 计算 的 功能 一 一 收敛 数列 的 极限 要 由 它 决定 . 
懂得 这 个 概念 ,就 容易 接受 以 后 的 更 一 般 的 概念 , 以 及 微 积分 
的 大 多 数 概念 ， 因 此 e- 定义 是 第 二 节 的 主题 , 也 可 以 说 是 
全 章 的 眼目 ， 无 穷 小 是 特种 收敛 数列 , 因 其 有 特别 用 途 , 所 以 
特别 提 明 , 判断 数列 的 极限 是 否 存在 , 也 是 重要 问题 , 限于 篇 
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幅 , 不 能 详细 讨论 . 

第 二 节 的 内 容 好 象 头 绪 很 多 , 其 实 从 82.6 到 82.9 无 非 
是 从 反面 来 衬托 收敛 概念 , 让 我 们 更 好 地 去 认识 正面 。 其 中 
趋 于 无 穷 大 的 发 散 数列 较为 有 用 , 也 是 值得 一 提 的 . 

第 三 节 进 入 运算 ， 是 数列 发 挥 作用 的 部 分 。 对 于 四 则 运 
算 的 定理 , 可 能 有 人 以 为 这 些 结论 不 讲 也 知道 , 但 是 那 是 直观 
的 感性 认识 , 不 是 从 逻辑 上 认识 的 ， 我 们 要 一 步 一 步 地 跟着 
逻辑 走 , 马虎 不 得 最 末 两 小 段 是 数列 在 初等 数学 里 的 应 用 ， 
关于 这 方面 还 有 好 多 类 似 的 问题 , 这 里 仅仅 是 提醒 一 下 : 初等 
数学 不 能 与 高 等 数学 割断 关系 . 
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函数 的 极限 与 连续 
第 一 节 函数 的 极限 
1.1 钞 数 的 极限 
第 二 章 第 一 节 例 2 曾 借 自由 落体 运动 在 第 二 秒 之 未 的 
瞬时 速度 提出 数列 的 极 恨 ， 在 这 例题 里 计算 了 从 #-2 秒 到 
f=2 十 二 (mn 一 ,2,3,…) 秒 内 的 一 忠平 均 速 度 


{2} -| tl gj-{(2+ 云 ) 中 
从 这 里 看 到 n>oo 时 ，vs>2g， 便 承认 了 第 二 秒 之 末 的 胜 时 
速度 是 2g， 也 曾经 建议 读者 再 从 t=2 一 二 (mn 一 1, 2, 3,…) 
到 1=2 计 算 一 电 平 均 速度 ， 验 证 所 得 极限 还 是 2g， 尽管 如 
此 ， 能 保证 任何 人 按 任何 趋 于 2 的 数列 (时 刻 序列 ) { 志 } 求 得 
的 平均 速度 序列 都 收敛 于 2g 吗 ? 所 以 以 前 所 作 的 结论 不 是 
没有 问题 的 ， 我 们 希望 得 到 这 样 一 条 保证 : 不 管 按 怎 祥 的 时 
刻 序列 (以 2 为 极限 ) 求 得 的 平均 速度 序列 都 收 伍 于 同一 个 
数 ， 必 须 这 样 ,我们 才 可 以 放心 地 接受 这 个 共同 的 极限 值 作 
为 第 二 秒 之 末 的 朋 时 速度 . 
前 西 的 解法 所 以 有 玻 统 ,是 由 于 用 数列 


-位 寺 健 全- 
比拟 时 间 变 化 不 够 怡 当 . 因为 时 间 是 连续 地 变 的 , 而 数列 { 如 } 
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是 踏 牙 地 变化 的 , 显然 , 任何 一 个 数列 {tbj 不 能 表示 时 间 i 的 
连续 变化 . 更 重要 的 是 


s(2) -地 9 如 


随 着 上 而 连续 地 变化 ， 求 平均 速度 的 一 般 公式 
g (太一 多 
S03—2) | 

也 是 连续 变化 的 , 它 也 是 主 的 函数 . 我 们 忌 须 能 从 这 个 函数 
考虑 上 通 近 于 2 时 的 合理 数值 ， 才 可 以 承认 这 个 数值 是 :一 名 
时 的 有 瞬时 速度 .这 就 是 函数 的 极限 . 

t 逼近 于 2， 用 盖 "2 玫 示 如果 限定 上 由 大 于 2 的 值 逐 
浙 (连续 地 ) 变 小 而 通 近 2， 也 就 是 从 2 的 右 侧 有 逼近 2， 就 用 
t>2 十 表示 ; 如 果 限 定 1 由 小 于 2 的 值 逐 渐变 大 而 和 逼近 2, 也 
”就 是 从 3 的 左 侧 逼近 2， 就 用 i>2 一 表示 . 其 他 一 般 情形 ， 
例如 左右 摆动 地 逐渐 稳定 在 2. 上 上 ， 或 者 不 加 限制 时 ， 都 用 
t>2 表示 。 

自 变 量 的 变化 有 不 同 的 过 程 ， 函数 的 极 展 世 有 不 同 的 说 : 
法 . 下 面 逐 条 地 说 明 它 们 . 

以 前 曾 定义 .a 点 的 5 邻 域 六 (a, 站 是 满足 不 等 式 |s 一 a|l 
<6 的 一 切 z 信 .现在 又 要 用 到 满足 不 等 式 - 

0<|s—al < 

的 一 切 > 值 ， 这 不 等 式 比 六 (a, 仿 只 少 z 一 4 一 点 . 我 们 把 这 
叫做 e 点 的 空心 5 邻 域 , 记 作 先 (a, 6). 

以 前 曾 把 无 穷 大 叫做 数 轩 上 的 无 穷 远 点 ， 现 在 我 们 相对 
地 说 , 数 轴 上 的 实数 是 有 限 数 , 它 的 对 应 点 叫做 有 限 点 . 

现在 再 引进 一 个 符号 ,，“E€” 读 作 “ 属 于 ”、 例 如 4<w<3 
时 , 和 在 区 间 (e, 外 内 , 便 记 作 w& Qa, 8),，w 在 4 的 8 空心 分 
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省 一 


域 里 , 记 作 eE 多 (<c,， 3) 。 


1.2 有 限 点 上 的 极限 

设 有 2 的 函数 

y=f(®) 

在 z 按 某 种 程序 变化 时 , 函数 的 值 y 便 有 对 应 的 变化 程序 . 当 
“ca 时 ，2 的 变化 情况 当然 因 函 数 不 同 而 不 同 . 现在 在 范 数 
的 各 种 变化 情形 中 , 抽 电 儿 种 有 用 的 情形 , 给 它们 规定 专门 的 
术语 . 

为 了 让 读者 从 感性 认识 入 手 ， 先 观察 前 跋 提 出 的 有 瞬时 速 
度 问 题 ， 函数 


~ g(t —4) 
VO 4.D 


表示 时 间 从 2 到 t 之 间 的 平均 速度 .。 t=2 时 这 函数 无 意义， 
这 是 符合 事实 的 一 一 从 第 2 秘 之 末 到 第 二 秒 之 末 的 平均 速度 
是 无 意义 的 ， 首先 要 撒 开 t 一 2 才能 谈 v( 轨 的 值 . 但 是 只 要 
ti 关 2 就 可 以 将 民 . 忆 右 端 分 子 分 母 的 公 因 子 i 一 2 约 去 ， 得 到 


区 =- 攻 人 十 2 =2g+ 了 (一 2 ， 


不 论 正 数 多么 小 ,只 要 和 -23| <2s79, 那么 便 能 使 得 
i120 一 29|<e. 
这 说 明 , 当 逼近 于 3 时 , 4%( 区 逼近 于 . 29， 

这 是 一 个 有 代表 性 的 问题 . 它 的 全 盘 讨 论 是 在 1 尖 2 的 假 
定 下 进行 的 .如 果 不 注意 这 一 点 ， 就 会 发 生 错 误 . 所 以 凡 在 
讨论 这 种 问题 时 , 总 是 禁止 自 变量 取 它 所 下 近 的 极限 信 . 

定义 了 了 (2) 是 % 的 活 数 ，& 与 4 是 常数 . 如 果 不 论 指 
定 怎样 小 的 正 数 6， 总 能 找到 一 个 正 数 5, 保证 4(%) 能 在 条 
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件 0< lc 一 a| < 之 下 ,满足 不 等 式 
|f (0) —Al <e, 
便 说 f(w) 在 o>a 时 逼近 4， 同时 4 就 叫做 了 (w) 在 ce>a 时 
的 极限 。 记 作 
lim7(o -4 或 f(O>4 (v0). 


”特别 , 当 4=0 时 ,就 说 了 (%) 在 a 点 上 是 无 穷 小 ， 
用 几何 的 语言 来 说 , 就 是 : 不论 和 的 s 邻 域 多 么 小 ,总 有 
4 点 的 一 个 空心 5 邻 域 吕 (a, 8), 使 得 
rENCa, fw) ENA, e), 
图 3-1 是 这 种 解释 的 具体 形象 注意 y= 了 (%) 的 曲线 在 区 间 
(a 一 8, a 十 8) 上 的 一 段 (在 4 点 无 定义 )， 夹 在 y=4 圭 s 两 直 
线 之 间 , 而 且 不 能 与 矩形 PQRS 的 上 下 两 边 PR, SR 相交. 


习惯 上 把 定义 工 叫做 e 一 3 定义。 它 和 ee 一 太 定义 有 洗 
多 相似 之 处 ， 要 分辩 清楚 其 中 的 因果 关系 , 主要 的 话 是 : 
0< ee-a| < 一 | Fo 一 4 <e. 
但 是 为 了 表示 “要 Fo) 一 4| 多 小 就 能 有 多 小 ”， 不 得 不 先 说 。 4 
(jf(w) 一 4| 将 要 小 到 的 程度 ), 然后 说 准 能 找到 6， 
严格 地 说 , 在 定义 1 里 还 应 该 明确 4 是 必 的 极限 ,了 (wz) 必 
须 在 4 的 空心 负 域 (适当 大 ) 里 有 定义 。 
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分 析 学 与 初等 数学 的 根本 不 同 点 ， 在 于 变量 与 常量 前 对 
立 ， 分 析 学 里 几乎 处 处 说 的 是 变量 .初学 的 人 往往 因为 不 注 
意 这 一 点 而 不 能 很 好 地 理解 它 。 定 义 1 里 说 8 可 以 任意 小 ， 
就 说 明 s 是 变数 , 可 以 把 它 看 作 无 穷 小 . 6 随 着 & 而 变化 , 一 
般 也 可 以 理解 为 无 穷 小 ， 因 此 ，4 的 & 邻 域 和 ae 的 8$ 邻 域 都 
十 长 上 度 副 近 于 零 的 区 间 ，. 通常 说 这 是 无 穷 小 邻 域 ， 用 这 和 名词 
来 解释 定义 1 就 是 ; 当 2 在 4 的 无 穷 小 空心 邻 域内 时 ,jeo) 的 
信和 在 4 的 无 穷 小 邻 域内 、 这 样 ， 就 是 说 图 3-1 里 的 长 方形 
PQRS 是 变 的 .其 中 又 暗含 着 这 样 的 意义 : 8 越 小 , 就 越 小 ; 
要 |f(w) 一 4| 变 小 , 就 先 要 jw 一 a| 变 小 

由 于 这 样 , 这 里 和 前 章 $ 2.3 一 样 , 要 对 应 于 无 穷 多 个 & 
的 值 各 有 一 个 8, 才 符 合 定义 的 要 求 .使 用 这 定义 时 ,必须 从 
不 等 式 |f lw) 一 和 | <s, 找 一 个 包含 着 8 的 公式 "表示 5. 

前 面 所 讨论 的 朋 时 速度 ， Ba 

lim%(t) ~ li 人 3 27. 

从 这 实例 可 以 理解 定义 1 为 什么 要 用 & 点 的 空心 邻 域 ， 为 了 
说 明 空 心 邻 瑾 的 重要 性 , 再 举 一 个 例题 . 

【 例 31 假设 


人 0 
7O-ti oe 
那么 不 论 正 数 & 多 么 小 , 只 要 0<<|z-0] < 之 Ve (这 里 Vs 就 
re 便 一 定 |f(w) 一 01<e。 所 以 
lim je) =0. 
这 函数 本 来 在 c=0 时 有 定义 , 即 是 (0) = 工 撤 开 函数 


这 里 和 第 二 章 $32.3 所 珠 的 脚注 一 样 , 一 般 未 必 有 一 个 公式 , 目前 的 说 法 ， 
只 是 为 了 科学 的 方便 . 
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的 这 个 值 ， 求 得 > >0 时 f(w) 的 极 跟 是 0， 组 是 它 不 等 于 
了 (0). 假若 定义 工蜂 不 要 求 0<|w 一 a|, 即 是 允许 w=4a 的 话 ， 
那么 现在 这 问题 中 的 |f (%) 一 0| 便 不 能 随 着 ->0 而 趋 于 0. 
不 论 5 多 么 小 ，|f(m) -0| 总 还 有 一 个 值 等 于 1。 这 就 不 是 
了 (wm) 在 这 邻 域内 的 一 切 值 满足 |f(w) 一 01 <s, 因而 lim f(%) 


不 存在 .反而 使 我 们 不 能 从 极限 的 观点 了 解 Fo) 在 w=0 的 
近 旁 的 情形 了 了 . 可 见 定义 用 4&4 点 的 空心 分 域 
0<|w—al <3， 
还 有 把 f(a) 撤 开 的 作用 、 这 样 才 可 以 分 辨 Fe) 是 否 逼 近 某 
个 数 . 
【 例 2] 假设 f(z) = 试 证 
lim f (we) -0, {1.2) 


【证 ] 令 。 是 任意 小 的 正 数 . 为 了 证 明 导 .2) 成 立 , 必须 
能 够 找到 一 个 正 数 5, 保证 2 在 条 件 


0<lw—3|<8 (1.8) 
下 满足 | 轨 一 9|<s， 现 在 进行 试 拧 ; 
lmm-9|=|e+3l|e 一 3|. (1.4) 


因为 >3， 不 妨 认为 lw 一 3| <1, 那么 3<o<4 于 是 jp+3| 
一 w 二 3<7， 和 项 望 | 妇 -9|<s， 根 据 人 .4)， 只 要 了 7|c 一 81<8 
就 行 了 , 也 就 是 说 在 | 一 3| < 工 的 条 件 下 ， 


je 一 3| < 地 一 | 四 一 引 <s， 
所 以 (1.3) 里 的 5 应 该 是 1 与 性 中 之 小 者 ， 由 此 知道 
0<|e—3)| a sie 一 8] <a。 
于 是 (1,2) 被 证 明了 。 


= 165 一 


为 了 加 深 对 于 s 一 8 定义 的 理解 , 借 这 例题 说 明 一 下 , 为 
什么 要 找到 3 一 min (了 部 ) 这 样 一 个 公式 ， 才 可 以 达到 “要 
le" 一 9 | 多 小 就 能 使 它 多 小 ”的 目的 ， 我们 看 , 比如 : 


要 和 钥 | 克 一 9 小 于 0.1 0.02 0.001 0.0005 


0.0005/7 
一 0.00007 


0.1/7 0.02/7 0.00177 


只 需 0< 1z-3 小 于 | -0043 | 0.0028 | =0.0004 


车 没有 公式 8 一 元， 就 不 是 对 于 任何 s 求 得 ?. 


【 便 3] 试 证 
是 (9 
6 和 -人 私 -和 二- 
现在 希望 对 于 任意 正 数 se， 能 找到 一 个 正 数 》 使 得 
GE 吕 (一 二 09331 |<s. (1.6) 


不 妨 认 为 jc 二 Ht < 过 1, 则 一 1<w 寺 <1 于 是 1<w 革 3<3. 


从 而 号 | 叶 二 二 | < 总 12 十 1。 由 此 知道 : 当 je+T| < 号 = 时 ， 
tl 
2 13+w 

可 见 取 8~min (1, 名 。) 就 能 得 到 (1.6)， 从 而 就 证 明 


7 了 (i.5. 


ze. 


-上 
习题 一 


1. 当 z=31 时 , y=4r+2 下 6， 问 8 大 约 等 于 什么 数 时 ,不 等 式 |z 一 1| 
<6 才 能 保证 |y 一 6| <0.0049 


2. 验证 当 z~>3 时 , 函数 y= 上 


; 问 z 满足 什么 条 件 时 才能 使 


Ti ? 
3. 当 z>2 时 ,3=22-4， 问 大 约 等 于 什么 数 时 ,不等式 lz 一 31 < 
才能 使 ly 一 4|<0.0019 
[提示 ， 因 为 =->2, 不 妨 认为 1<z<3.] 
4. 设 a、 ?是 结 定 的 实数 ,已 知 数 /~ c, 证明 Him ja 一 <. 


， 癌 5 大 约 是 什么 数 时 , 不等式 |z 一 引 


<8 就 能 使 和 MM 


6. 当 s93 时 ，y 一 可 3 了 问 3 大 约 等 于 什么 数 时 ， 不 等 式 
Iz-31<3 能 使 | 子 一 y 
7. 试 证 Him sin a=1. 癌 < 满足 什么 条 件 时 ,能 使 {1 一 sinz| <0.019 
en | 
8. 用 极限 定义 证 明 : 


<0.01? 


(1) lim (3—D) ~8; (2) lim (5z 十 2) ~12; 
中 加。 
OD lim #2; (8) lim 9 
(9) lim D0, 10) lim 4; 


(11) lim Vr Va. 


9. 制造 体积 为 1000 立方 厘米 的 正方 体 , 要求 体 积 误差 不 超过 1 立方 
厘米 ， 问 楼 长 的 误差 应 小 于 什么 数 ? 


1.3 单 侧 极限 
定义 工 对 于 Jo) 所 说 的 极限 必须 从 % 点 的 左右 两 侧 看 
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yw) 的 变化 ， 这 种 情况 有 时 不 需要 ， 有 时 也 办 不 到 ， 例如 : a 
是 区 间 [e,， 妇 的 左 端 ， 而 fo) 在 & 之 左 没有 定义 时 ， 便 不 能 
考 菩 f(z) 在 5 之 左 的 变化 ， 这 时 只 能 在 4 点 的 右 半 邻 域 里 
讨论 fw) 的 极限 .候车 把 定义 1 里 zz 的 取 值 范围 
0< zw-a|<6 换 作 0<e 一 a<5, 
便 是 单 从 4 的 右 淮 邻 域 里 看?) 的 变化 ， 这 样 所 得 的 极限 
则 做 jeo) 在 4 点 的 右 投 限 , 记 作 
lim fkz) =f (at), 
同 理 , 若 将 0<1e~a| <6 换 作 0<a 一 se<6, 便 是 左 极限 ， 记 
作 
lim f (2) =f(a—). 
这 两 种 极限 , 合 称 为 单 便 极 限 ， 
显然 ， 若 tim jw) 存在 ， 必 然 lim fo) 与 lm jw) 都 存 


在 而 且 相等 ， 左 、 右 极限 有 一 个 不 存在 ， 必 然 im 7(w) 不 在 
在 . 车 左 、 右 极限 都 存在 ,但 是 不 相等 ,lim fw) 还 是 不 存在 . 


惟 当 左 、 有 极限 都 存在 且 相 等 时 , lim f(%) 才 存在 ， 于 是 有 下 
述 定理 ， 

定理 1 lim f(c) = 4 必然 且 只 需 limn jw) 一 Im Fo) 
一 二 


[ 例 1】 函数 Po)=- 工 


了 


0<f(w) < 1, 


(ge>0), 当 0<ew< 十 co 时 ， 


当 一 ceo<e<0 时 ， <f (0) < 当 w=0 时 , 没有 意义 ， 如 


果 要 了 解 这 函数 的 图 象 在 原点 附近 究竟 是 什么 情形 ， 和 需要 讨 
论 它 在 原点 的 左 . 右 极限 。 ， 


0 下 ,; 涩 zz 是 很 小 的 正 数 时 , 则 e** 蚌 很 大 
的 正 数 ,于 是 - 是 近 于 0 的 正 数 , 由 此 可 以 推测 
f(0+) =0, 


了 


用 同样 方法 可 以 推测 
f0—) -1. 

下 面 证 明 这 两 个 推测 . 

证 明 第 一 个 推测 时 ， 因 为 f(%) 在 原点 之 右 永 远大 于 0 
(我 们 推测 的 极限 ), 可 以 取 f(w) 一 4<s 代替 

. lf (wm)—A|<s. 

(0 十 ) 能 否 等 于 0， 在 于 有 无 一 个 5>0， 使 得 下 列 的 因 

果 关 系 成 立 : 


0<vw 一 0< 5 一 Fe) (1.7) 
人 1 ge 1 1 一 
TF > So > = 
不 妨 认为 e< 志 ,于 是 工 - 一 和 >0, 于 是 
1 工 一 8 


这 有 一 1 oc(n 1: = ) 


取 8~(In 二 ) ,就 能 使 得 关系 式 (1.7) 成 立 .这 就 证 明了 
limf(%) ~0, 
在 作 第 二 个 推测 时 , 已 经 知道 Fe) 在 原点 之 左 永 远 小 于 
1。 那么 证 明 这 第 二 个 推测 时 ,就 可 以 按 
| 1 <s (1,8) 


1 
i1+el* 
来 探索 3， 我 们 知道 


二 一 


1 已 1 é 
8Oe: — 
ler” 2 1—e wv 工 一 8“ 


不 妨 认为 。< 直 ,那么 了 <1, 从 而 s (mn 
过 0)。 这 时 
去 < > S(n 


取 8 一 一 (In =) , 则 当 wE (8, 0) 时 (1.8) 成立 .所 以 
lim f (%) 一 十 。 


图 3-2 画 的 曲线 是 yy 一 二 rg 的 图 人 象 ， 


[ 例 2】 函数 (Cw) 一 sin 二 在 原点 无 定义 ， 证 明 它 在 原 
点 的 极限 不 存在 (第 一 章 82.10 例 汪 . 

仿照 第 二 章 $ 2.6 推 得 本 章 8$ 2.1 定 义工 的 否定 式 ， 

对 于 某 个 正 数 st:， 如 果 不 论 正 数 8 多 么 小 ， 在 5 点 

-前 空心 上 邻 域 里 ,总 还 有 2 的 值 使 得 | 了 (0) 一 人 > 屠 

么 了 le) 便 不 能 以 4 为 极限 . 
现在 我 们 就 按 这 准 风 来 证 明 任 何 实数 不 能 是 sin 万 当 w30 
时 的 极限 . 
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显然 ,只 要 证 明 imsin 二 的 一 个 单 全 极限 不 存在 就 饮 了 ， 
现在 证 明 lim sin 十 不 在 在 ， 从 直观 上 看 ， 人 = | 之 


| {0) 家 


2 
凡 二 可 


都 是 无 穷 小 ， 而 sin 二 =0, sin--~1, sin = 一 1 这 表示 
sin 工 的 值 在 原点 附近 无 休止 地 摆动 ,不 能 趋 于 稳定 , 应 该 没 
有 极限 ， 下 边 按 6 一 6 定义 正式 证 明 . 

[证 】 任意 取 一 个 实数 4, 证 明 它 不 是 sin 二 当 w0 时 


的 极限 ， 


sin 记 一 4|+|sin 右 一 4|>> 
2 pn 

oe .1 5 
所 以 | 回 坟 一 4 | 与 | 加 方 一 .4 两 数 之 中 至 少 有 一 个 不 小 
于 1， 不论 正 数 8 多 么 小 , 总 还 有 足够 大 的 ;使得 0< 以 < 
<5, 那么 在 原点 的 任意 小 邻 域 蜂 ,总 还 用 的 值 , 使 得 

sm 二 -4|>1 
[1 

因此 4 的 极限 ， 由 于 4 是 性 间 的 所 以 任何 实数 
扼 不 能 是 sn 性 的 极限 也 就 是 说 lim sin 二 不 存在 ， 从 而 
lim sin 二 

例 1 里 左右 极限 都 存在 , 但 是 不 相等 . 例 2 里 页 个 单 侧 极 


限 都 不 存在 ， 这 两 题 的 共同 点 是 函数 在 自 变量 的 极限 上 都 无 
定义 ， 如 果 f 了 a) 有 定义 ,可 能 f(a 一 ),f 了 (a 十 ),f(9) 三 者 各 不 


—161— 


术 等 ;可 能 有 两 个 相等 而 与 第 三 个 不 相等 ;也 可 能 三 个 都 相等 . 
【 侈 3】 对 于 次 数 
十 1， ol 
FO | pz 二 
很 容易 证 明 Him fc) 一 4, lim 了 (%) 一 0=8( 力 ( 图 3-3)。 
假若 把 函数 改作 
—v¢+1, w<1, 
7@-| 3 ,w=1, 
2w%++2, we>1. 
在 w=~1 的 左 、 有 极限 都 和 方才 一 
样 , 但 是 都 不 等 于 请 (人 一 3. 
用 s-8 定义 证 明 lm f (ew) = 
有 时 很 困难 ， 其 至 不 得 不 根据 定理 
工 用 单 便 极限 去 证 明 ， 
[ 例 4] a 为 正 数 , 试 证 lim ww = 其 第 一 章 有 3.8 图 1-38). 
“ 【证 】 先 讨论 a>1 的 情形 , 用 单 侧 极 限 证 明 . 
w>0 时 , a'>>1， 我 们 希望 知道 4 小 到 什么 程度 才能 使 
a 一 1]<8 或 da<1-8 


这 


3-3 


立 。 
和 ar < 二 8 从 0 了 5<Infti 二 es) 


So< +e (Ina>0) . 
可 见 cE (0 | ar 一 1<e. 61 一 也 +》 合 于 
右 侧 极 限定 义 的 要 求 .这 就 在 a>>1 的 条 件 下 证 明了 


lim az 一 二 
p++ 


<0 时 , a 之 1, 我 们 希望 知道 jo| 小 到 什么 程度 时 能 保 
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证 1 一 a*<s 成 立 ? 出 于 
0<1-a'<eOo>I—-eOrIna>In(l~e) 
oO a) pe 


s <1 时 , U2. me = <0, age 0) 时 ,Ia<e. 


8, = mg 合 于 去 侧 极限 定义 的 要 求 . 这 又 在 6>1 的 
RE lim a” 一 二 
不 难 证 明 0 了 必 8-_ 联 疆 二 6 


Ia 
就 可 以 实现 
0< lz 一 0| < 和 一 | 一 | <s。 
这 就 证 明了 4 之 时 ， 
lim or=1., (1.8) 


gD 


0< < 时 ， 二 > 出 Ge 一 (三 )“. 令 z= 一 t， 则 


了 
lim a = lim 二 ) 一 十 
里 一作 ET 如 
因此 代 . 的 又 在 0<a< 工 时 成 立 . 
4=1 时 , A a 一 4， 自然 以 .9) 也 成 立 , 
证 完 。] 
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求 fCa) 在 z->0 及 z -并 时 的 左 , 右 祝 限 。 并 说 明 这 两 点 上 的 极限 
是 否 存 在 . 

2. 求 f(w) 一 于 及 pg(z) =| 下 在 x->0 时 的 左 . 右 报 限 , 并 说 明 它们 在 
z->0 时 的 极限 是 否 存在 。 


.和 扑 无穷 远 点 上 的 极限 


对 比 着 mw->co 的 概念 ， 可 以 理解 ->oo 的 意义 ， 详 细 地 
说 ,如 果 = 单调 上升 地 经 过 一 切 正 数 , 就 是 w -> 十 cc; 单调 下 降 
地 经 过 一 切 负数 ,就 是 -> 一 co. |z; 无 限 增 大 时 ,就 是 w->co。 

o->co 时 ， 函 数 fc) 值 的 变化 也 可 以 渐 趋 稳 定 ， 这 情形 
与 数列 相仿 只 是 在 数列 中 ” 仅仅 取 遍 自然 数 , 而 现在 要 经 过 
一 切实 数 . 

”定义 2 假设 有 的 函数 f(z)，4 是 常数 ， 如 果 不 论 指 
定 了 怎样 小 的 正 数 e, 总 能 找到 一 个 正 数 了 ,保证 了 (w) 能 在 
条 件 |e| > 互 之 下 , 满足 不 等 式 

IF@) —Al<s, 
便 说 f(%) 在 w->oo 时 通 近 于 4 而 4 就 叫做 了 (w) 在 w->oo 
时 的 极限 ， 记 作 
lim fo) -4 或 fo-4 (e->co)， 


著 是 用 邻 域 来 叙述 这 定义 就 是 ; 如 果 无 论 入 (4，e) 多 
么 小 ， 总 有 无 穷 远 点 的 邻 域 (第 二 章 8$2.7) 入 (co，X) 保 证 
7 四 在 交 (ce， 互 ) 上 的 值 都 在 入 (4，s) 内 ， 便 说 w >co 时 ， 
f (0) 4. 

假若 自 变量 « 在 某 个 时 刻 以 后 , 只 取 正 值 而 无 限 增 大 , 即 
是 对 于 任意 小 的 正 数 s, 总 有 一 个 正 数 对 , 保证 f(w) 在 条 件 
w> 互 之 下 ， 满 足 不 等 式 [fle) 一 4| <s， 便 说 罗 > 士 co 时 ， 
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了 四 趋 于 4， 记 作 
limf@) 一 4 或 了 -4 (> 十 co). 
相仿 地 ， 用 w<< 一 并 代理 |e|> 瑟 ， 便 是 w > 一 co 时 ,je) 趋 
于 4， 记 作 
Himf (WD)=4 或 f@O>4 (> 一 co 
这 相当 于 8$ 1.3 里 的 单 侧 极 限 . 实际 上 上 ，w> 三 表示 在 无 穷 
远 点 的 左 邻 域 信 -cc， 开 ) 内 ; 2< 一 下 
的 右 邻 域 W+(ce, 互 ) 内 .因此 也 可 以 把 
Hienf(o) 和 lim 
记 作 了 (+oe) 和 了 (2), 把 lmf(e) 记 作 f(eo). 
图 83-4 是 定义 2 的 示意 图 ， 表 示 y~f(®) 的 曲线 在 原点 
的 足够 大 的 邻 域 ( 一 X， 
五 ) 之 外 ,只 能 在 Y 一 全 士 & 
两 直线 之 问 扩 动 , 而 且 工 “AAA 
越 大 ， 两 直线 之 问 的 距离 。 ~---- 
越 小 . 
这 里 和 e- 定义 或 0 
s-8 定义 一 样 ，s 是 不 定 0 
的 数 ， 福 随 着 。 而 变化 。 当 用 定义 2 证 明 lim f(w) = 4 时 ， 
一 般 从 不 等 式 


If(a) Al<e z 
给 并 找 一 个 包含 着 6 的 公式 ， 用 以 表示 “对 于 任何 8 总 有 合 
用 的 及” 


[ 创 相 试 证 lm -经 二 =- 和 
【证 】 假设 s 是 任意 小 的 正 数 。 现在 要 试探 一 下 , 是 否 
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TT 
es 


| | 大 到 某 个 限度 肝 之 后 , 便 永 远 


er- (1.10) 
(图 3-)。 这 不 等 式 与 | 必 -4|>- 下 等 价 , 不 炉 说 2> 久 
这 时 je —4|=w’—4, 
那么 mo 一 4> 二 
的 话 , 前 面 的 不 等 式 必然 成 立 ， 而 这 不 等 式 要 求 
[eat (1.11) 


到 此 知道 。W4+2 可 以 当 作 定义 2 里 的 互 ， 只 要 
GL.11) 成 立 , (1.10) 便 一 定 成 立 ， 所 以 
i 
im 一 =4, 


e400 WA 一 生 


多 9 一 cgqa>> 1 


【 例 2)】 在 讨论 指数 函数 a 时 (第 一 章 33.3) 曾经 说 过 ， 
当 4 之 1 时, 曲线 在 左 方 无 穷 远 逼近 w 轴 , 那 就 是 说 
lim ur~0; (1.12) 


+*+—" 
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同样 地 , 当 0<a<1 时 ， 
rl a"=—0, 1.13) 
现在 正式 证 明 这 两 个 关系 ， : 
假设 0<es<lT， 因 而 ]Jns<0， 不论 正 数 & 大 于 或 小 于 1 
(a 天 1), 不等式 


O<ar<e (1.14) 
与 
ina<Ins<0 (1.15) 


一 定 互 为 因果 . | 
车 a>1, 则 Ina>0， 从 (1.15) 知道 o< 卫 2<0 时 
(4.14) 成 立 . 负数 ms 就 是 3 .7 定义 中 的 一 卫 ， 这 就 
证 明了 (1.12) (如 图 3-6). 
若 0<a<l 则 Ina<0,， 从 性 .1 办 知 道 ， a 
(1.14) 成 立 . 正 数 加 2 就 是 lim_7 (定义 中 的 并,- 这 就 证 


明了 (1.13). 
lim fw) 一 0 时 , 便 说 7(%) 在 无 穷 远 点 上 是 无 穷 小 . 


关于 lim f(w) 等 于 有 限 数 4 的 最 常见 的 情形 有 三 种 ， 依 


熙 呈 的 走向 看 动 点 时 ，7 Cow) 或 者 永远 大 于 4， 单 调 下 降 地 通 
近 4; 或 者 永远 小 于 4， 单 调 上 升 地 脖 近 4. 关于 上 下 摆动 
而 趋 于 4 的 情况 有 如 下 蚀 : 


[ 例 3】 f(@) 一 二 sinz( 图 3-7), 由 于 |sinz|<1， 一定 
I< 只 要 |e|>> 训 ， 便 有 |f(z) |1<s， 因此 


jm Sing _0 


00 好 
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图 3-? 


1. 号 ”数列 极限 与 函数 极限 的 关系 


在 $1.1 中 我 们 对 性 时 速度 提出 过 一 个 带 有 根本 性 的 疑 
问 : 是 否 t 沿 着 任何 冯 近 于 2 的 数列 变化 时 ,平均 速度 列 都 以 
29 为 极限 ? 现在 回答 这 个 问题 : 

定理 2 Jim f(z) 一 和 4 的 必然 且 充 分 的 条 件 是 : 任何 收 伍 
于 “的 数列 {zn} (wz, 天 Cc)， 都 使 得 数列 {flew)} 收敛 于 4， 

这 里 6 可 以 是 有 限 数 4&, 也 可 以 是 元 穷 大 . 

【证 】 第 一 , 证 必然 性 . 假设 {fz} 收敛 于 我 们 来 从 

lim f(z)=4 证 明 lim ou) =A, 
由 于 lim f (2) 一 4,， 那么 对 于 任意 的 正 数 s, 总 可 以 找到 


一 个 86>>0, 保证 Fo) 在 虹 (c， 站 亲 国 全 各 本 计 下 让 各 
|f (wm) —Al<s. 

由 于 lim zs。=c， 那 么 对 于 方才 找到 的 5， 一 定 能 找到 一 

个 自然 数 习 ， 保证 WN 2 到 NT 二 29 … 都 在 哆 (ec， 人 ) 内 ， 所 以 
if (eri) —Al<s (b=1,2,3,.). 

这 说 明 lim f(zw) 一 4 z 

第 二 ， 证 充分 性 . 天 是 假设 一 切 收 僵 于 6 的 数列 {zx,} 
(wz 已 都 使 得 了 oo 4 求证 lim Fo) 一 4. 用 反 证 法 .这 
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就 是 说 , 假若 hm f(z) # 4 就 会 发 生 矛 盾 . 

假若 lim f(w) 大 4, 那么 照 81.3 例 2 里 说 的 那样 ,至少 
对 于 某 一 个 正 数 sy 不论 $〈 正 数 ) 多 么 小 , 在 轩 (c, 8) 里 总 还 
有 ,使 得 

|f8) -Al>e. (1.16) 

现在 令 3 按 次 序 到 数列 | 二 | 各 项 的 信 , 得 到 。 的 空心 名 
域 序列 | (6, 二 ))， 在 每 个 令 域 里 总 有 使 (1.16) 成 立 的 元 

在 喝 (c, 四 里 到 一 个 2 作为, |f 《20) 一 4| 之 es 

在 旬 (o, 喜 ) 里 取 一 个 友 作为 [C22) 一 4| 这 5s 


在 办 (6， 二 ) 里 取 一 个 作为 |fG@) 一 A| 之 ss 


显然 数列 {zs} 收 钱 于 6c, 然而 | 一 4| 关 st， 即 大 
lim f(zn) 4. 

这 和 假设 矛 后 . 所 以 当 一 其 收 化 于 ce 的 数列 {2} 都 使 得 
fam) 一 4 时 , lim f(z) 不 能 不 等 于 4， 1 

推论 “如果 数列 {cw} 与 ft"} 都 收敛 于 6, 而 

limFf ‘wn) lim f (zs)， 

那么 im yo) 不 存在 . 

根据 这 推论 证 明 lim sin = 二 不 存在 ， 就 容易 多 了 ,读者 自 


证 . 
函数 在 一 点 ¢ 满足 定义 工 或 定义 2 的 要 求 时 ， 这 函数 的 
动态 在 ¢ 点 附近 必然 渐 台 稳定 ， 这 类 卫 数 与 以 前 讲 的 收敛 数 
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列 相 当 , 在 数学 分 析 里 最 为 有 用 ,因此 定义 1 与 定义 2 的 用 处 
也 较 多 , 必须 透彻 地 理解 它们 . 

关于 这 两 种 有 极限 的 函数 ， 也 有 与 第 二 章 $2.5 定 理 二 
定理 2 相当 的 定理 , 就 是 

定理 3 jlim f(%) 一 4, 必 然 且 只 需 了 (%) 一 4 在 6 点 是 无 
穷 小 . 

定理 4 假若 是 常数 ，f(z) 在 "点 是 无 穷 小 那么 
好 (@) 在 e 点 也 是 无 穷 小 . 


习 题 三 
1. 当 zc 时 ，g 一 工 1 玉 0 回环 为 何 估 时 ,不等式 lr|> N 才能 
使 y<83 
2、 当 ze 时 ，g= 轨 开 1。 问 N 为 何 值 时 ， 不 等 式 lz| >N 才 
能 使 |y 一 1| <? 
3. 用 极限 定义 证 明 ， 
:TC—l 1, .3r+1 _3. 
i Os 
j+x 1 . 
(3) lim a = 二 (4) lim 0 


1.G@ 有限 点 上 的 无 穷 大 
有 的 函数 了 (4) 当 ~>a 时 ，!7(z) | 的 值 无 限 耻 地 变 大 . 
定义 8 a 是 常数 ,如 果 对 于 任意 大 的 正 数 下， 总 有 一 个 
正 数 6, 保证 f(z) 在 条 件 0< “一 zj <6 之 下 ,满足 不 等 式 
if (8) |> NH, (1.17) 
便 说 j (ww) 在 2->a 时 趋 于 无 穷 大 , 记 作 
lim f(%) 一 co 或 7 一 co (wo0), 
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假若 将 (. 细 7) 换 作 丰 (op) > 到 ， 便 党 了 (w) 在 0->4 时 趋 于 
正 无 穷 大 , 记 作 
limf(e@)~+oo 或 fo 一 +co (ea)， 
假若 将 (1.17) 换 作 je) < 一 M， 便 说 Fo) 在 wa 时 赵 
于 负 无 穷 大 , 记 作 
limy(o) = 一 -ce 或 了 一 一 co (v0), 
用 邻 域 来 叙述 定义 3, 便 是 
对 于 无 穷 远 点 的 任何 邻 域 W (oo, MM)， 总 有 a 点 的 空心 
邻 域 噶 (a, 8)， 当 =E 中 (o, 人 时 ，f(o) E 人 (co，34)， 便 说 当 
2->a 时 ,了 (2) 趋 于 无 穷 大 . 
只 需 将 六 (ee， 了 ) 换 作 下 -(coi 对) 或 Wakecoe， 好 )， 便 
是 F(o) 一 二 co 或 Co) 一 一 co 的 定义 . 
[ 例 了 y(o) = 一 二 5， 任 意 据 定 一 个 正 数 于 ,总 有 一 个 
正 数 -入 (~6), 只 要 0<|s 一 3| < 六 , 站 (o) 便 满足 不 等 式 


OWI- [81>1/ 间 = 
所 以 limf(w) 一 oo( 图 i 


a f (7) 一 i 任意 指定 一 个 正 数 对 , 总 有 一 
个 正 数 (~ 0)， 内 要 0<|e= G3 2) | < 地 jy 7 使 满足 
Pe 1 /TY 

1 0 mia/ (FH) -对 

所 以 Tim ko) = 十 oo( 图 3-9). 

【 例 3】 试 证 lim Im 一 一 co. 

[证 ] 假设 开 是 任意 大 揭 正 数 ， 我 们 希望 知道 gp (>0) 
小 于 什么 正 数 3 时 , ln c< 一 1 , 也 就 是 

<e 
令 5=e WO lng< 一 以 .问题 得 证 . 
【[ 例 4 试 证 7(o) = 瑟 7， 当 o> 于 2 时 趋 于 无 究 


($1.4 例 1, 图 3-5). 


(| 
2 -| -| 二 十 和 > a _4 
和 16 
i 4>MOlw’ 4 < 二 4 


|w 土 2| < FT 
当 %r> 一 2 时， 可 以 认为 一 8<z<< 一 二 于 是 jz 一 2| <5; 当 
2 ?2 时 ,可 以 认为 1T<z<3， 于 是 | 十 2| <5， 这 样 又 推 得 
16 ~ 16 
[wt2[1 (H+ BCID 
A _18 


[esE2l EE Py 


16 
Rt It2l< 
i 16 es 
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人 if (0) >M. 
这 即 基 说 Him f(%) 
yo) 也 可 以 在 < 点 的 一 合 趋 于 无 穷 天 . 如 果 0<w 一 z<38 
时 , 了 7() 大 于 任何 预先 指定 的 正 数 开 , 就 说 站 人 @) 在 5 点 的 有 
侧 趋 于 无 穷 大 , 记 作 
timf(@)=oo 或 f(at+)~%%. 
关于 fl?) 在 4 点 的 正 侧 趋 于 无 穷 大 的 情况 ， 和 这 相 伪 , 不 再 


， 列 举 了 ， 


[ 例 5] 分 析 耳 数 了 (2) = 引 在 原点 近 旁 的 极限 . 
镍 ， 因 为 6>1， 所 以 当 避 是 绝对 值 很 小 的 负数 时 ， 工 是 
绝对 全 很 大 的 负数 ,是 各 光正 数 ， 当 e 基 很 小 的 下 
时 ， 襄 是 很 大 的 正 数 ， -也 是 很 大 的 正 数 ， 初步 估计 到 
lim f(0) -0, Hm f (0) “+o0, 


现在 证 明 lime #_0. 
对 于 任意 小 的 正 数 es, 希望 


0<et <e, | (1.18) 
也 就 是 希望 
<Ins. (1.19) 


现在 ¢ 过 0, 不 需要 考 虚 se>1I..、 当 8<1t1 时 , Ins <0. 用 正 数 
we/Ins 莱 (.19) 的 两 端 , 不 等 的 方向 不 变 , 即 得 
1/In 
取 9- | Ing | -EE 
则 当 0<0 一 g<S 时, 导 .18) 成 立 .因此 0 一 ) 一 0( 图 3-10)。 
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OO 


图 3-10 
转 来 证 明 lo ef 一 +o 
对 于 任意 大 的 正 数 ,项 记 


2 3 M, {1 .20) 
也 就 是 希望 二 >In 人 >(0. 用 正 数 ws/In 对 乘 这 不 等 式 的 两 


端 , 得 


0<gs<1/InM. 
取 5=1/In 及， 则 当 0<s 一 0<$ 时, (1.20) 成 立 ， 国药 
J 0 十 ) 一 十 co， 


1.7 无 穷 远 点 上 的 无 穷 大 


定义 ”如果 对 于 任意 大 的 正 数 于， 总 有 一 个 正 数 天， 

保证 Jo) 在 条 件 |z| > 五 之 下 ,满足 不 等 式 
[Fo) [ >, 
便 说 w->o0 时 , 了 (wz) 趋 于 无 穷 大 , 记 作 | 
lim f (%) 二 o0 或 f (oo0) PO 
实际 用 得 较 多 的 是 
lim flo)— io%, Tim fo 一 土 co。 

这 四 种 请 形 的 详细 定义 集中 在 开 过 的 表格 里 。 


—]i4™ 


革 由 过 


且 


对 于 任意 大 的 正 数 太 , 总 有 一 个 正 数 莹 ， 


例如 
lim z? 一 十 cc， Tm eo= 十 co, lim 6 一 十 co， 
LA Ld 


lim log3 0 一 一 co， lim 最 一 一 cc。 
一 十 on Se 


下 边 的 两 条 定理 很 容易 证 明 ， 
定理 5 假若 常数 大 0，lim f(w) = co， 那么 


lim [kf (0)1 ~—o0. 


这 里 6 可 以 是 一 个 常数 , 也 可 以 是 ce. 极限 也 可 以 是 单 
侧 的 , oo 也 可 以 换 作 +oe 或 一 ce 


定理 6 假若 tum f (%) 一 =o， 那么 lim 一 7 下 = 0， 假 车 


j (e) #0, 而 且 limf(w) 一 0, 那么 和 lim -pty ~ , 
例如 w>0, p>0 时 ， 


lim w=o00 全 lm w 一 小 


机 一 十 co + 


lim e=++co lim e "=0., 


部 一 2 +toe 
如 果 在 $1.6 例 5 里 使 用 定理 6, 就 可 以 把 证 明 工 作 的 后 一 半 
简化 如 下 ; 
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又 知道 一 和 ->0- 合 z->0+， 所 以 
Him “ ce 


虽然 we 时， 一 4 与 fm)->00 的 定义 不 同 ， 但 是 
两 者 还 有 共同 之 处 , 即 是 在 。 点 两 近 旁 了 (%) 的 值 都 聚集 在 一 
后 的 附近 ， 第 一 种 情形 都 聚集 在 4 点 的 附近 ; 第 二 种 情形 都 
聚集 在 无 穷 远 点 附近 .， 在 这 两 种 情形 以 外 ,函数 在 一 点 附近 
的 变化 都 比 这 复杂 ， 这 是 下 一 段 要 讨论 的 问题 . 


1.8 有 界 函数 


第 一 章 8 2.9 讲 过 有 界 函 数 的 概念 。 那 时 仅 是 为 了 讨论 
函数 图 象 而 提出 来 的 ， 处 理 极限 问题 时 , 往往 只 在 一 点 的 邻 
域 里 着 函 数 是 否 有 界 . 有 界 数 列 (第 二 意 52.9) 是 自然 数 集 
上 的 有 界 函 数 .现在 着 重 讨论 一 下 区 间 上 的 有 界 函 数 . 

定义 和 5 假若 天 是 正 数 ,而 f(w) 在 区 间 (a, 8) 上 满足 

Fo) | < MH, 
便 说 Fe) 是 (@, 8) 上 的 有 界 函 数 . 

定义 6 假若 有 一 数 如 (或 人 ,而 fo) 在 区 间 (a, 引 上 
满足 (om) 志 B[ 或 f(w) 之 41, 便 说 fw@) 在 人 a, 下 内 于 上 (于 
下 ) 有 界 , 而 把 如 (或 4) 叫做 Fo) 的 一 个 上 (下 ) 界 . 

既 有 上 界 又 有 下 界 的 函数 是 有 界 函 数 ， 这 和 定义 5 是 等 
价 的 (参阅 第 二 章 82.9 的 证 明 ). 

定理 假设 lim fw) 一 4， 而 B<4<C， 那么 一 定 有 


一 个 数 8>>0， 保 证 Fo) 在 趴 (e, 3) 内 满足 不 等 式 
B<f(w2)<O. 
这 里 2 的 极限 ¢ 可 以 是 常数 或 是 无 穷 大 、， 这 里 实际 是 说 
了 C9) 在 6 点 的 空心 分 域 里 有 界 (参阅 第 二 章 $3.1 定理 十 . 
【证 】 令 s=- min(4 一 BO 一 人， 那么 ss4 一 好， 从 而 
B 志 4 一 se， 同 理 4+ssC，、 对 应 于 这 个 e 有 一 个 正 数 8( 或 
互 ),， 保 证 fw 在 0< | 一 c|<8( 或 jc|> 研 ) 的 条 件 下 ,满足 
不 等 式 |f(w%) 一 4|<s, 或 
A—e<flw) < 4 十 8 
所 B<flr)<0. 1 
推论 假设 lim je) 一 4， 而 4 关 0， 那么 一 定 有 一 个 正 
数 外 或 王 )， 保 证 7 四 在 0< |1c 一 和 
下 满足 不 等 式 
A 
这 里 6 的 意义 和 上 边 一 ee 
[证 ] A>0 时 取 B= 所 >0; 4<0 时 取 O- 到 <0 然 


后 引用 定理 7 即 可 得 证 耻 
na 不 是 必然 条 件 . 例如 


Sin 一 工 有 界 ， 然而 lim sin 元 二 不 存在 ， 


不 是 有 欠 的 画 数 ， 即 不 合乎 定义 的 要 求 的 函数 是 无 办 
函数 ， 或 者 用 定义 5 的 否定 式 说 : 

定义 7 MM 是 任意 给 定 的 大 正 数 ， 如 果 在 区 间 (a, 5) 内 
总 有 = 的 值 使 得 | 7(c) |> 了 L, 就 说 了 (e) 是 区 间 (a, 5) 上 的 无 
界 函 数 ， 

Jo) 在 -- 点 = 无 界 , 扒 的 是 在 a 点 的 邻 域 里 无 界 , 就 是 对 
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于 任意 大 的 正 数 弄 ， 在 @ 点 的 任何 (小 的 ) 邻 域 里 ， 总 还 有 
的 值 使 得 | Jo [> 好 .实际 上 ,在 & 的 任何 邻 域 里 有 无 穷 多 
儿 的 值 使 得 | (wz) | > 亚 . 
而 .jjo) 在 ec 点 是 无 穷 大 ， 则 要 求 外 (ce,， 3) 内 的 一 切 w 使 
得 |f(%) |> 开 这 是 无 穷 大 与 无 办 的 区 别 . 
【人 鲍 1】 函数 
oz0 及 -过 ， eh 


化 SI 一 


了 (om) 一 


在 -0 时 无 定 义 ， 当 w->0 时 为 无 穷 大 (图 8-11) 。 这 因为 
不 论 正 数 大 多么 大 , 只 要 0< |z| < 二， 便 必 然 


jw) | 一 


1 1 
— >M 
站 


y 


图 3-11 图 3-12 


【 例 2】 函数 二 sin 去 (图 3-12) 的 绝对 值 在 原点 的 任 
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何 邻 域 里 总 能 变 得 任意 大 ， 例 如 在 点 列 上 -5 | 上 函数 
的 绝对 值 为 | | -2 志 孔 工 | ， 这 显然 可 以 随 着 In 变 大 而 任 
意 变 大 。 但 是 在 原点 的 任何 小 邻 域 里 ， 总 有 使 函数 值 非常 接 


近 于 等 的 点 例如 在 点 列 1 | 上 函数 永远 等 于 零 、 所 以 


sinT 上 在 原点 不 是 无 穷 大 ， 而 是 无 界 ， 


1.9 ” 画 数 极限 的 存在 
这 里 和 第 二 章 $ 2.10 一 样 , 只 提出 两 个 判断 极 限 存在 的 
定理 , 而 木 予 证 明 . 
定理 8 车 丁 数 ( 双 单调 上 逢 (下降) 而 有 上 界 民 (下界 
妃 ， 那 么 这 函数 必 有 极限 ， 这 极限 不 大 于 下 (不 小 于 工 ). 
定理 9 lim f (z) 存 在 , 必然 且 只 需 对 于 任意 指定 的 小 正 
数 s， 总 有 正 数 8， 保 证 了 (e) 对 应 于 中 (ec, 3) 内 任意 两 点 o'、 
ci 的 值 满足 不 等 式 |f(w) 一 Fo')|<e。 


习 题 
1 假设 4 是 有 限 数 .证明 iim 7(z) 一 4 的 充分 与 必然 的 条 件 为 对 于 


每 个 趋 于 无 穷 的 {zn}, 恒 有 cm) 一 44. 
2. 证 明 lim f(z) = 4 必然 且 只 需 当 Zoo 时 , 了 (2) 一 4=>0。 


3. 证 明 : 


1 和 

(1) lin 到 -T < 一 十 oo; (2) lm (一 二) 一 一 =; 
z+ ， AL 
《3) lim 必 一 工 二 3 (4) bn (1 s ) 2003 


(5) lim 10*=0., 
和 4. 将 下 列 极 限 的 定义 写 出 来 ; 


CD Jim po) 一 oo; 人) Jim Fa 一 十 oo; 
(3) in f 0) =—o; (4) lim ja) 一 十 oo 
(8) lim fs) ~ ~. i 
5. 证 明了 (0 一 -本 在 (一 ,+%) 内 有 界 ， 
. 证 明了 () = 红 z 在 (~ 号 立 ) 内 无 界 . 
7. 证 明 y==sinz 在 (一 2, 十 %) 内 有 界 ,但 是 lim sinaz 不 企 在 . 
8， 用 判断 极限 的 存在 定理 证 明 . 
CD lim ?存在 ; (2) lim cos 二 不 存在 ; 


人 


《3) Jim sz sin 荆 存在 
9. 设 limf(z) 一 4, lim gp(z) =B, 而 4> 召 试 证 |z 一 ec| 小 到 一 定 各 


度 之 后 ，f Ga) >9(z)， 反 过 来 说 , 假若 在 o 的 邻 域 里 了 (cy > pa)， 
而 且 lim f(z) ==4, lim 9(z) = 那么 一 定 4> 吾 吗 ? 


第 二 节 ”函数 极限 的 运算 

本 节 2.1 与 2.2 所 讲 的 内 容 几乎 和 第 二 章 8 3.2 和 
$ 3.3 所 讲 的 一 样 。 各 定理 的 证 明 也 一 样 ， 仅 仅 把 {so} 换 作 
7(o)，wco 换 作 wo 而 已 ， 记 以 本 节 许多 证 明 从 略 ， 或 者 
只 是 简单 地 提示 一 下 . 
纪 .1 函数 极限 的 运算 

关于 函数 的 极限 有 了 丙种 情形 : 一 种 是 im Fe) 一 和 4; 一 种 
是 limy(z) ~ 4， 下 面 的 定理 都 包括 这 两 者 ， 为 此 我 们 用 
oo 表示 era 及 w->oo 用 lim 了 (w) -4 表示 两 种 极限 . 
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先 叙 述 关于 无 穷 小 的 运算 定理 . 
定理 1 假设 im je) -0, limg(e) 一 0 那么 
Hm[f(%) +p(2)] =0, lim f (2) 9(%) =0. 

这 和 第 二 章 § 3,2 定理 3 与 定理 4 相当 ., 证 明 方 法 一 样 . 

这 定理 可 以 推广 到 任何 有 限 个 函数 的 情形 , 即 是 ， 

假设 lim 疡 (@ =0C=T 2 …， %)， 那 么 当 w>0 时， 这 
名 个 函数 的 代数 和 或 滋 积 也 都 以 0 为 极限 . 

关于 极限 运算 的 定理 有 ， 

定理 2 假设 lim yo) 一 4 lim g(z) =B, 那么 

lim [f(2) +9(o)]- AB. 

推论 ”假设 lim fa) 二 4, 吾 是 常数 ,那么 

lim[f(o) 土 四 一 4 土 B， lim[B~f(o)]=B-A4. 

定理 3 假设 lm 7(z) =4，lim p(w) ~ 及 , 那么 

limf (@) p(s) —AB. 

【证 】 这 需要 证 明了 (wz)g(w) -4B 是 无 穷 小 . 

fm ole — AB= If) —Aljgp(m) + Afy (的 —B], 

由 于 tim glw) 一 B， 那 么 有 一 个 正 数 6， 保证 在 加 (6, 6) 
内 [gC2) |<2181， 由 于 2) 一 4 一 0, 在 旬 (c, 个 内 

[Ff (2) —Ajp(w) | <2lB||f le) 一 4 一 0 

同 理 14[p 人 一 到 |=141lg(o) 一 B-20. 

根据 定理 1 知道 f(e)p(o) 一 4B->0. 让 

这 定理 可 以 推广 到 任意 有 限 个 函数 的 乘积 . 

推论 假设 lim flv) 一 由 B 是 常数 ,那么 


一 BT 一 


Ne a i 一 一 


lim 如 六 ce) 一 了 4. 
定理 4 假设 lim je) 一 4，limw(o) 一 召 ,而 妃 关 0 那么 


flv) 4 
a pm) BB: 


证 法 与 前 章 8 3.3 定理 7 相同 . 
定理 5 假设 lm je) 一 4，A>0, ?是 正 整数 ， 那 么 


lim vf 了 tw) = A, 
[证 ] 认为 f(s) >0, 4>0. 
YF YA Flo) 41/ BL)] 
根据 $1.8 定理 7 的 推论 ， 当 o 在 某 个 邻 域 哆 Cc, 扣 内 
时 ，f(o)> 末 >0, 这 时 [f(w)] >( 委 于， 


we—1 nk 
几 A nD 


Hw 


A 


i 1 
n—# #1 
247/ (927). 
并 一 芋 
2 一 2 4 .， 
DA 


由 题 设 fo) 一 4>0, 所 以 人 Vfl(z) 一 YA-30，】 


于 是 jvV7 一 必 41< 


已 .2 有 理 范 数 的 极限 

下 而 的 和 %，D， 9 都 是 正 整 数 ， CG, tt, by, Ca 都 是 常数 . 列 
举 的 (1) (3)、 8) 三 条 容易 用 定理 2、 8 证明; (4)、(5)、(6) 三 
条 略 加 解释 . 
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MA we - 


dh i 7 rr - 
. 。 


(1) lim w* «£3. 2>0 时 , lim WW? 9 == Wh, 
(2) wo*0, lim cw™"=cw", %>0 而 且 zo 天 0 时 ， 


lim we-?* = wo 
Dd 
(3) lim co 一 co，、z>0 时 ，lim cx? 一 co。 ] 
+ 在 -oo 


lim ew"=0. cc>0 时 ，lim ww 一 0. 
本 一 十 到 


(4 设 已 (z) =aoas 二 aaze 十 … 十 go om0， 那么 
lim P{w) 一 已 (co); 


dn )-~. 
mr 
最 未 的 oo 因 情 况 而 不 同 , m 为 偶数 时 ， 它 与 9 同 号 ; 为 奇 
数 ,而 %-> 十 oo 时 , 与 ae 同 号 ; m% 为 奇数 , 而 2 一 c9 时 ,与 @6 
到 号 . 
《5) 设 P(x) 一 Aor 十 0 十"… 十 dn dao 大 0; 
QD) = dom"+ br™ 十 … 十 Dm， po 天 0 
Pl(w) 
, Qe)" 
Qe0) zx0 时 ，lim B(s) = Reo) 
当 Q(eo) =0, Pla) +0 时 ; lm R(e) =oo 
设 @(o) 二 (2 一 wo)7Qa(o)i 了 (ce) 一 人 一 0o)Piko)， | 
Qi(co 藉 0， 有 aeo) 天 0， 那么 
1 we—ro)"P, (w 
mn- 各 卫生 


mtd | 


lim P(e) ~limw ( co 十 -本 十 … 十 


R(w) 一 


0, s>7, 
-| Pd/ s=f, 
oc0, 8<7, 


a 
(6) lim R(x) = lim 0 


bo 二 六 十 … 十 如 
w 他 
GO， 名 全 7 
[a 外 一 78 
0, n<m, 


3r*—4dr3- 1 . 
【 例 1 求 lim wl 


30< 1- :CP—1)?2(322+ ov-1) 
解 Tn tw 


| lim (3v7+22+1) =6, 


【 例 2】 求 lm it 一 L Se 1 


sl) 


(te)—1 


解 ，lim 1+ 一 1 jm 工 __ 
Ee © <-0 L(V THEY 《1 士 2) 十 WAIT 十 Z 十 1 
， I 
“1]im ED 
= VUte) +Ie+I 


- 393 十 /ns 二 2 . 
[证 3] 求 lim -2 二 由 二 全， 


1 包 
， 3 十 4 名 全 7 
=- lim : =3. ， 
太一 bm 1 了 1 
1 一 一 十 一 
hn 
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. a 


计算 极限 
1. lim (3r2 一 6zr 十 5)。 


wy 一 我 十 3 


8 一 223 一 22- 上 和 
5 lim < 一 < 一 全 
人 2 二 22 一 10x 寺 名” 


二 
7. lim Ee 
si |v x 


。 5zx3 二 4z32 一 6 十 号 
es 


, 0 一 8xz2? 十 4z 一 工 
1. 1 
1 es T6113 1 


13. 1 VT-—2 
pa VX-4" 


15. lim (Vz+1 —2). 


2.3 基本 初等 重 数 的 极限 


14. 


16. 


，jim 


lim 2 —1 
” a dri 67+6° 


Bbr+6 


a T0221+3" 


2 十 273 一 3 ， 
ev 0 一 3 十 全 " 


.im -二 2 工人 为 整数 ). 


m0 


Bim T2701+ +3 


ee mtl S 
LD 一 

四 " 广 ~—1 

lim Yi+z—V1+s. 1+s 
”0 Vi+z—1 


lim ws(VBTI 2. 
a 


基本 初等 函数 在 其 本 身 定义 域内 的 每 点 so， 有 一 性 质 为 
lim f (0) =f (m0). 


本 节 将 对 基本 初等 函数 逐个 地 检验 一 下 ， 先 证 明 一 条 预备 定 


理 ， 


定理 6 假设] 是 区 间 (a, 5) 上 的 单调 函数 ， 它 的 值 
排 满 了 区 各 (4，B)，mo 是 (4 5) 内 一 点 ,那么 
lm f(¢) =f (eo). QD 


[证 】 不 妨 认 为 Y= (单调 上 升 ， 设 yo 一 co)、 任 意 


De 


了 旅 一 个 小 的 正 数 a, 使 go 一 和 yo 十 s 都 在 (4, 内 ， 内 为 
(4,，B) 内 的 数 都 是 fw) 的 值 , 就 必 有 (a, 5) 的 两 点 ,vw" 使 
得 
f(z)~yo—8; f(r")—yt+e. 

既然 f(w) 单 调 上 升 ， go 一 <yo<yo 十 8， 必然? 之 go 过 ew". 
不 然 的 话 ， 比 如 说 xz'>xo， 便 将 要 wo 一 s>yo， 而 这 是 不 可 能 
的 . 人 角 是 由 于 单调 性 ， 必 然 f(z) 在 (w'，z") 上 的 值 都 在 
(yo—&, Yo 十 6) 之 内 . 

取 5 一 min(wo 一 gw'， 2" 一 gj0)， 则 (wo 一 6， sw 十 6) 完 全 包括 
在 (Ww', 2 之 内 ,那么 当 

0<|o—wl < 
to 一 6< 丰 tc) <yots, 

就 是 1f(zw) 一 xzo1<s， 所 以 2.1) 式 咸 立 。 卫 

下 面 分 别 讨论 各 基本 初等 水 数 。 

(1) lim eo ~e™. 


时 ,必然 


【证 】 oemenlere—1). 
$1.3 例 4 已 经 证 明了 lim a?=1, 那么 
lim (e*-"—1) =0, 

由 此 Hme” (ee 一 1) =0 (常数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 )， 
从 而 9 一 om 是 无 穷 小 

(2) linlnz=Inm (wo>0). (2.2) 

[证 ] 令 y= 了 ne， 它 在 (0, 十 co) 内 单调 上 升 。 它 的 什 
布 满 了 区 间 (一 <， 十 cc)， 这 是 因为 根据 ”~ 知道 每 有 一 
个 入 必 有 一 数 元 -ep>0, 使 得 了 人 ) -了 知 在 (0， 二 co) 内 ， 
这 一 切 具备 了 定理 6 的 假设 条 件 ,所 以 (3.2) 式 成 立 ， 
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《3) J Bin w=— Sin wo., 


了 证】 snzw 一 sinou 一 2oos sin 了 
vt 一 to 
.2 十 to . 2 二 
2 也 儿 一 和 0 Ge zo) 


| a 
但 是 ,cos 一 5 一 — 


<1, 用 弧度 作 角 的 单位 时 ,只 要 az0， 永 


lin al lal 所 以 lsin -25 / -25 空 | <1 于 是 
他 -一 Oo 
+ | ep vw 二 wo 2 x 
lsin 2 — sin wo | oe i [gC—wol 
2 
<|r—wol. 


只 要 |z 一 wo| <8, 便 有 |sinz 一 ginwo| <s, 所 以 
lm gin $= gin wo, 


{4) lim ¢o0s w= cog eo. 
证 明 同 上 . 
. 1 
(6) lim Bo- 饮 co，mo (2n 土 夸 ) 9 


i Bin ¢ _ Sin wo 
【证 ] un pe oe tg xo, 


(6) lim ctg w= ctg vo. 


证 明 同 上 . 
关于 反 三 角 函 数 ， 我 们 只 取 主 值 证 明 ， 
(7) Imarcsinz=arcsin zo， 一 1<co<I。 (2.3) 
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[证 】 arosinw 在 区 间 ( 一 1 蕊 内 单调 上 升 ,在 (一 他 ,到 ) 
内 任 取 一 值 郊 必 有 (一 十 卫 内 的 去 =siny 使 得 相应 的 反正 吉 
的 值 为 所 以 aresinm 的 信 布 满 了 区 间 《 一至， 至 )， 根 据 


定理 6 知道 (2.3) 式 成 立 ， 
以 下 四 条 都 能 象 《7 一 样 , 根据 定理 6 证 明 . 


{8) Lim arc ooss=arc oe09 20， 
(9) Timarctg »=are tg wo. 
(10) lir gre eteg w =aro ete wo. 
《11) lim w=%5, 了 是 任何 实数 ， 
部 一 大 3 
On 
【 僻 】 求 Hm Tr sg>0, 


解 : on 当 mn 一 oo 时 的 极限 有 两 种 情形 ; 4>1 时 , o>00; 
0<a<l 时 , ar 一 0。 所 以 现在 的 问题 必须 分 两 种 情形 讨论 : 
(1) a>1 时 ， 


(2) 0<a<1l 时 ， 


， ao 0 _ 
本 


习 题 六 


1. 根据 $1.9 定 理 ? 证 明 $2.3 定 理 6. 
[提示 : 了 (zo 十 ), 了 (zo 一 ) 都 存在 , 两 者 车 不 相等 , 则 y 的 信 不 能 布 
满 (4, B).3 


一 188 一 


2， 用 极限 定义 证 明 : 
(1) lim eosz 一 cos zo; 
《2) lm en Xo 和 (2n+3)5; 
(3) limctgz= ctg zo, mo 中 土 1’7, 

3， 根据 §2.3 定理 6 证 明 ; 


(1) lim are cos z=—arc e082, —1<zxo<]; 
-+alg : 
《2) lim arotg x=~=arcte To; 
(3) lim arectg w=are ctg zo, 
2.4 纺 弧 之 比 的 极限 
定理 了 假设 在 某 个 包含 车 wo 的 区 间 (a, 3) 内 ， 


fv) Egr) Shs), (2.4) 
又 知道 
lim f(w) 一 lim hlw) =A, 【2.5) 
那么 lim g(«) 一 4 


【证 】 根据 (2. 芍 知道, 对 于 任意 小 的 正 数 s, 总 有 35，8， 
两 个 正 数 , 保证 
0 一 |z 一 zol1<3 时 ,4 一 as f (wm); 
0< |z 一 io| <6, 时 , pz2)<4 十 2， 
拒 这 两 个 不 等 式 与 @, 和 结合 起 来 , 财 当 0<|s 一 wo| < 
“min(61, 65) 时 ， 
A—e<f lm) ge) Eh{s) A+e, 
即 是 lg 一 4 <s. 
所 以 limy 人 -4 了 
推论 ”如 果 在 包 食 m 的 区 间 (a, 四 内 ， 
A<g(w) hw) 或 hlz) <&g(m) A, 
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而 iim ztey=4， 那 么 lim g(c) = 4， 
在 82.3 的 人 3) 中 曾 引用 不 等 式 
lIsin zlsjlz|、 
它 和 [z| < 可 时 的 |z|<| 雪 w| 在 数学 分 析 里 经 常用 到 ， 办 此 
有 必要 把 它们 正式 讨论 一 下 . 
假设 40B=w (弧度 )， 它 的 两 边 与 单位 贺 交 于 4, B. 
PT (图 3-13), 切线 4 全 交 08B 于 了 T, BO 


。 04 于 0, 那么 
AS AO4B 的 面积- 于 sm 
4 .| PE 
NU 遍 形 04B8B 的 面积 = 亏 ; 
x 人 04T 的 面积 一 击 启 @ 
”显然 AO4 刀 的 面积 < 扇形 O4 的 面 
人 积 <AO47 的 面积 , 由 此 ， 
到 加 2< 和 < 于 tp 2 (2.6) 


假若 人 40B'== 一 gp，B', 了 T"' 关于 04 与 B,，T 了 对称， 在 
人 04B', 扇 形 04B', 和 人 047T' 三 者 之 间 有 同样 的 不 等 关系 , 但 


这 时 它们 的 面积 分 别 是 -去 sm m 一 多 ,一 寺 迅 w， 因 而 
1 


-于 台 ms< 一 号 < 一 到 tg ow. (2.7) 
(2.6), (2.7) 合 并 起 来 再 化 简 , 便 是 
lsinz|< io|<| 翅 |， (2.8) 


吉 入 w=0 的 情形 ,就 得 到 
lsinvl<lol<|tg wl, 


ja|> 竺 时 ,未必 le| 1 怒 z| 很 容易 证 明 . 例如 一 二 于 时， 


A <lim 
以 号 十 二 12 
下 面 讨论 本 段 的 中 心 问题 


定理 8 lim 一 1 
[证 】 设 z#*0, 用 jsin z| 除 (2.8) 式 ,得 


rr 


Sin vw C08 必 


0<w< 训 时 ,0z， 9? 都 是 正 数 ,所 以 


“_ -1 


sa 
Blin COS 多 


或 者 1> 5 全 > cog 5 


(2.9) 


但 是 lim cos w=cos0 一 1 [$2.3 之 (4)]， 根 据 定理 7 的 推论 ， 


便 得 到 (2.9). 1 


注意 ， 证 明 公 式 (2.9) 时 ，w 是 用 弧度 度量 的 ， 以 后 引用 


这 公式 时 , w 一 定 要 用 弧度 作 单 位 ， 


【 例 1】 试 证 
， C09 一 了 ， 
lim 2 一 一 0: (2.10) 
【证 】 cosh_1 一 ?sm 可 及, 吕 守 
h h 区 


Pe 所 以 


当 % >0 时, 一 sin 3 >0[§2 2 .3 之 (1, 


2 
lim -os 一 一 0xT-0， 
【 例 ?21 定理 9 
lim 8 站 (2.11) 
[证 】 lim -地 -~Iim sny. 1 -1xi-1 1 
YY 一 0 化 og 
【 俩 31 求 lim (seow — tg 0) 。 
ra 于 
做 ， 如 \ 
和 解 . seow 一 启 zw 一 sng (Cm 多 -人 ) 
COST 2 gin?.~ 
A 
。 闪 
和 ， .由 
i 
人 


所 以 Os 络 办 一 lim 一 一 一 一 一 0. 
必 化 
z+ CD08 可 十 sin 可 


当 = 是 无 穷 小 时 ，sin mn， 让 <，cos co 一 1 都 是 元 穷 小 . 
2 0 都 是 两 个 无 穷 小 之 比 。 按 两 个 函数 


之 商 求 极限 ， 都 将 是 ， 痢 是 不 定式 ， 但 是 按 定理 7 来 考 


核 时 , 却 有 不 同 的 意义 .这 里 吵 示 着 无 穷 小 虽然 都 趋 于 零 , 但 
是 趋 于 零 的 “速度 不 同 , (2.9) 与 .11) 表 示 sia %, 这 w 趋 于 
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0 的 速度 都 与 "相同 ， (2.10) 岩 示 cosh 一 1 趋 于 0 比 h 快 ; 
向 理 ， 例 3 崇 示 o> 也 时 cosw 趋 于 零 的 速度 比 一 sm 慢 ， 
无 穷 小 是 可 以 按 它们 趋 于 零 的 速度 来 分 等 级 的 (详细 讨论 将 
在 本 章 第 五 节 进 行 )， 


[ 例 4] 求 lim COS 3 COI NT - 
td 


COS MT — CO ur 
解 ， 一 一 一 一 一 一 一 


Ee 
一 乡 江 mn 1 ek 
sin 一 可 省 gm 5 
2 

2 sin vw +ain en 

mn mm—n Cm Sw 
2 5 化 "了 
5 一 6G09 I 


.、 Sin 3% 
【 例 5] i A 
解 ， 今 m=zT 二 4， 那么 mm 一 各 从 人 >0. 
，1 sin3r |)， sin(3x+3u) .1 一 sn3u 
荆 以 tg 6% Wr tgp(BrtBu) wo 启 吕 


-lim (Be/ 2 ) 3 


[者 32 be Bb 
~-_3 
-车 
习 题 七 
计算 极限 
1. lim sin 3 2. lim Sin-a2 


一 193 一 


ae COB 2 oF 20087. 
5. lim 旬 07. : 6. lim tz 
wT s*0 EIN 3 
7 Jim 了 十 Sin 了 8, lim Bin mz . 
+0 TO2SiNnsg' 0 Binne™® 
, Bin{% — Sin 5 一 Sin3 启 ， 
9. lm Sus+9) sina ， JO i n= 
0 z aag wp : 


11，Hm -sa mmz (m 和 是 整数 ). 


g* 有 Bln 外 也 


1 18. lim Yost 


wr*l ctg TE e+0 


14. lim arc sin 7 


a*0 0 


之 .SS 数 6 


在 极限 理论 中 , 数列 [(1+ 过 )] 的 极限 占 荐 很 重要 的 地 
位 ， 下 面 首先 证 明 这 数列 收敛 ， 令 
- (+ 过 ) -1+m 工 十 交 人 9 一 芒 。 D.1 


21 a 


十 -en 一 1) (n—2) 站 + 
831 


一 DD :3.2.1 证 


~1+1+ 志 i i (1-1) 4 2 


DE oa 


< 一 了 4 一 


相仿 地 ， 
1 1 


we 
i 


(a 
+ 讲 (1- 守 | 了) (i pe 了 ) 


CT 


ym 的 每 项 大 于 yr 的 对 应 项 ， 因 此 <ynyi， 这 说 明 {yn} 单 
调 上 升 . 加 的 通 项 


人 
那么 ,对 于 一 切 自 然 数 m 
1 


1 1 
go<< 工 十 T 十 末 十 -六 十 … 二 5 


1,1 EL 


二 下 a 
这 又 说 明 {ys} 于 上 有 界 ， 根 据 第 二 章 82.10 定 理 6 知道 
{+ 二) 政委. : 

定义 1 数列 (1+ 荆 ) } 的 极限 记 作 。 

e 就 是 自然 对 数 的 诡 . 

定理 10 lim (1+5) ~ (2.18) 


【证 】 先 证 > 一 十 co 的 情形 ; 假设 


和 ww 之 有 十 
显然 ”与 呈 一 同 趋 于 十 ce, 并且 
工 1 1. 


进而 


1 ) <(1+3) <(+I). (2.14) 


(1+ nn 十 1 


但 是 lim @ tirr) 


RR*+ou 


-am /+ )] 


i) -ee 

(2.14) 中 左右 两 端 当 mw-* 十 co 时 的 极限 都 是 e， 夹 在 中 间 的 

《1+ 译 】 由 于 = 随 着 ”而 趋 于 +oo， 必 定 也 趋 于 同一 极限 

(§ 2.4 的 定理 7)， 所 以 
R(t 

现在 证 明 o> 一 oo 的 情形 , 令 oy, 则 
(ta) -3) 5) 

/ -Dt 

当 ”一 一 co 时 , 9 一 1-> 十 coo， 有 端 趋 于 e-1=e。， 这 就 证 明了 
en + 二 ) i i 
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实用 上 往往 把 (3.13) 写 作 lim (T 十 0) 一 
e 症 无 理 数 ， 可 以 照 下 面 这 样 估 计 它 的 近似 值 : 由 于 
[4+ 区) | 政策 ,那么 当 m 很 大 时 ，{1 十 二 】 的 展开 式 的 尾 


部 许多 项 之 和 一 定 很 小 。 队 (2.12) 中 去 掉 前 面 的 8 十 1 项 , 取 
后 部 的 mn 一 * 项 ,得 


DS 


a | 
这 (E+1)-%n 
< 而 [iT+ temst" | 
< 
Re 
Hrd-st) 和 全 
所 以 
0<(1+ 寺 [3+ 直 (1 于)+ 
i)] 
< 
令 %>o0, 得 
0<e-(2+ 药 ts 十 直 )< 于 


这 说 明 用 2 十 二 十 二 十 … 十 让 作为 。 的 近似 值 , 误差 小 于 


一 人 7 一 


1 1 
HF 如 果 取 b=10， -7 一 0.00000002756,， 逆 么 到 


1 1 1 
TT z 
作为 e,， 就 能 保证 有 七 位 小 数 正确 , 经 过 计算 得 2.7182818. 


【 例 蕊 求 tim (Tt). 
"0 
ER 


mm 


ga 冰刀 人 革 


解 ， 用 一 人 代 g， 册 
1 1 文法 1T-+ 工 ee 
二 ) 2 (+ 
T 是 Im (下 ) 
yy 


[ 例 3】 求 lim (4 


(+) +) 


i 


[ 例 4] 求 lim (2 
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me (2 


可 -oo 光一 
2 \ 与 让 2 
-iflara2) (+527)} 
lim {[( 了 ] Td 
一 的 . 工 一 6. 
习 八 
求 下 列 航 限 
， 7 2z 上 3 Nt! 3 
lim (至 ， Wr 
. Tim +s). 人 4. lim(1+tg nes, 
[ed +0 
2z 十 5 \e+l ， 1 去 
lim (23 ) * | 0 lim (+)™. 
> C 人 十 五 1 oa 中: 
7. tim (E42) : 4、5、c 是 任意 常数 , 8、c 同 号 ，: 


2.G 复合 函数 的 极限 


定理 入 假设 y=g(®) 定 义 在 包含 荐 6 的 区 间 了 内 ,而 
且 ltim p(w) ~yo; x 一 f(y) 定 义 在 包含 着 gp 的 区 间 7 内 ,而 县 
lim fF) = f(y0) =%%, 


那么 lm foo) 一 让 dim pW) ) 一 20， 
【证 ] 因为 Ln f(y) =zo, 那么 对 于 任意 小 的 正 数 &, 有 


正 数 3, 保证 人 3 在 7 内 ， 而 且 f(y) 在 名 (yo, 5) 内 满足 
不 等 式 


1 一 如 | <e. (2.15) 
因为 lim g (w) 一 yo, 那么 对 于 方才 得 到 的 8, 有 一 个 正 数 


”, 保证 如 (wo, D 在 了 内 ,而 且 p() 在 办 (wo, D 内 满足 


1p(z) 一 go| <6., 《2.16) 
把 这 两 步 连 起 来 再 倒转 过 来 看 ， 就 是 当 e 在 哎 (co, 内 
时 , (2.16) 成 立 , 即 y 在 站 (oo 6) 内 既然 y 在 站 (go 3) 内， 
那么 (2.15) 成 立 ， 总之， 对 于 任意 小 的 正 数 8 总 有 正 数 消 
保证 Fep(e)) 在 0< oo 一 | <9 时 ,满足 |f (p00)) 一 20| 过 5s， 
这 说 明 
lim f (g (2) ) 一 20. (2.17) 
最 初 已 设 为 一 了 yo) 而 yo 一 lim ple), 那么 
=f (lim p(o))、 
这 和 (2.17) 连结 起 来 就 是 
lim fp(r)) -im gto). 了 
这 表示 从 复合 函数 求 极 限时 ， 可 以 把 极限 运算 移 到 内 晨 
函数 上 去 施行 。 但 是 必须 注意 , 要 内 层 函 数 的 极限 yo 存在 ， 
而 且 外 层 函数 在 yo 的 邻 域 里 有 定义 , 才 可 以 这 样 变 换 。 例如 
limw 存在 时 ，lime" 一 ea 上 
limw 存在 而 且 是 正 数 时 , lim In w= In (limw). 
这 里 所 谓 函 数 的 复合 包括 乘 方 与 开 方 . 
【{ 例 1】 求 lim sin wv 
解 : sin 吕 由 %=sinu 与 w= 妇 复合 而 成 ，limo” 存在 而 
且 等 于 或 , sinw 对 于 任何 实数 w 有 意义 ,所 以 
lim sin 2 ~=sin (lim we) = sin wb. 
[ 例 2] 讨论 lim 霹 去 . 
解 培土 由 霹 4 及 w= 二 复合 而 成 当 g=0 时 ,4 无 


— 200 一 


2 (4 -0,1， 圭 9，…) 时 , 即 是 当 


~ 2 
YT ETI 


NS 之 ， 二、 
时 , 始 忌 无 意义 ， 除去 0 和 和 735 于 TJ 以 外 ， 馈 二 对 于 其 他 
任何 mw 有 意义 ， 这 时 候 

limtg 志 ~tg (lim 二 )~ 翅 志 -. 
【 例 3】 求 lmGinvVa5fI-smVD)， 
解 ，ainwe 二 1-sin/ rz 
区 


定义 . 当 w= 


= 2 C08 


ME Mw 是 


这 里 | 2 cos 
无 穷 小 , 原因 是 


Im gin A = gin 加 


So > 


Yt Ye2, 同时 ain -2 二 1 一 2 
Ve+1— EA 


ey (im TI ) 
=sin 0=0. 
因此 
lim (sin Vw+1—sinV %) 一 0. 


乙 .7 初等 函数 的 极限 


理解 了 前 面 各 段 的 内 容 ， 就 可 以 统一 地 讨论 一 般 初 等 画 
数 的 极限 了 . 第 一 章 8 3.10 说 过 ,初等 画 数 是 由 常 数 和 基本 
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初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 有 限 次 栈 数 的 复合 而 成 的; 
那么 定理 2、8、4、65 与 定理 11 就 概括 了 初等 函数 里 运算 方 
面 (四 则 的 、 与 复合 函数 的 ) 的 一 切 极限 ， 再 结合 82.3 关于 
基本 初等 函数 的 极限 的 讨论 , 就 知道 : 

(1) 如 果 丈 人 o) 是 由 基本 初等 遂 数 go(o) 与 东 (o) 经 过 四 
则 运算 构成 的 ,co 属于 (oO) 与 出 (z) 的 定义 域 , 那么 lim 三 (w) 


就 等 于 9 (co) 与 由 fo) 的 同 梯 四 则 运算 的 结果 , 只 要 这 运算 有 
(2) 当 lim yo) 一 由 (eo)， 这 出 (eo) 属于 p(w) 的 定义 域 


时 , Hm pW (%)) = ppm0)). 


出 这 两 条 就 能 求 许多 初等 画 数 的 极限 . 
《3) 定理 8、9.、10 还 可 以 求 一 些 其 他 的 极限 问题 . 


te (2n+ 去) x, tg nw seo (2n+ 豆 ) w 和 csornr 本 来 都 


无 意义 ,但 是 为 了 方便 ,也 往往 在 极限 的 基础 上 ,用 co 来 作为 
它们 的 值 ， 比 如 通常 写作 ， ' 


馆 革 ~oo、ctg(0+) = 十 co、seo (可 十) - 一 oo 等 等 
相应 地 又 有 ， 
aro 怒 co 一 部、 arccteg co 一 0、 aroseo( 一 00) ~ 瑟 等 等 , 
这 也 是 极限 的 简写 ,例如 aro 娩 so 实际 是 lim arc tz 
【 例 ]】 借 limarotgw=arotg mw% 证 明 
lm arcotg =aroctg wo. 


【证 】 当 co>0 时 ,可 以 认为 0<2 这 时 
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arccte w=arc te 部， 
由 此 
limarcctg z=limarctg 二 arc te a arc ctg wo, 
+ . ET 他 wo 
当 wo<0 时, 认为 w<0, 这 时 
1 


arcctgwm=wt+arctg 
那么 lim are ctg w=w+limarctg i 
+ Pa 爷 
rtaretg 二 =arootg ro. 


当 xzo 一 0 时 ， 


limarootgw—limaro 毛 圭一 下 arc ctg0， 
和 一 个 -+O 疙 2 


第 三 节 连续 函数 


33.1 连续 概念 


微 积 分 是 施行 于 函数 的 运算 ， 盘 数 能 不 能 微分 或 积分 是 
一 个 根本 问题 . 为 了 作 这 样 的 判断 , 必须 按照 这 个 目标 将 本 
数 分 类 ， 其 中 重要 的 一 类 , 就 是 连续 函数 . 

物质 世界 连续 变化 的 现象 很 容易 列举 ， 例 如 飞机 在 飞行 
过 程 中 , 它 的 位 置 的 变化 、 它 和 起 飞 站 揭 直 线 距 离 的 变化 、 它 
在 空中 飞 过 的 曲线 、 飞 行 中 每 个 时 刻 以 前 飞 过 的 曲线 距离 的 
变化 、 飞 行 中 每 个 时 刻 方 向 的 变化 以 及 在 每 个 时 刻 离 地 面 的 
高 度 和 地 心 的 距离 的 变化 等 等 , 无 一 不 是 连续 变化 的 . 

数学 分 析 的 实用 价值 是 用 函数 模拟 物质 世界 的 变化 现 
象 ,那么 有 必要 模拟 连续 变化 的 物质 现象 , 模拟 这 种 变化 现象 


的 函数 就 是 连续 函数 ， 怎 样 的 函数 是 连续 的 呢 ? 或 许 有 人 会 
认为 图 象 是 连续 曲线 的 函数 就 是 连续 函数 . 然而 图 象 仅 能 帮 
助 我 们 理解 函数 ,而 不 能 作为 研究 函数 的 根据 ， 所 以 还 须要 
有 数学 化 的 确切 定义 才 行 . 

连续 与 间断 互相 排斥 ， 间 断 的 否定 就 是 连续 .第 一 章 
82.5 例 1.、 例 2 中 都 有 间断 蓝 数 , 函数 ft2) 在 一 点 wo 间断 ， 
反映 变化 现象 中 的 突变 , 直观 的 解释 是 % 从 wo 移动 很 少 很 少 
的 一 点 , f (2w) 突然 跳 一 大 段 . 与 此 相 肥 的 连续 现象 是 % 移动 
得 很 少时 ，f (2) 也 变化 得 很 少 。 如 果 用 wo 十 4 如 天 示 mo 附近 
的 点 ，4z 代表 一 个 很 小 的 数 〈 不 是 4 与 x 的 苹 积 ) 或 正 或 负 ， 
岂 做 在 oo 点 的 增 量 , 再 令 加 十 必 = 了 (wo 十 42), 而 称 

dy=f (vot Av) —f (0) 
为 (2?) 在 mo 点 对 应 于 4w 的 增 显 ， 那 末 上 上 面 的 淮 测 无 异 于 
说 : 当 dz 一 0 时 ，Ly>0， 或 者 说 自 变 量 的 无 穷 小 增 量 , 仅 能 
引起 函数 的 无 穷 小 增 量 如果 联 想到 
人 一 5 一 mm， 侯 =Fc) 一 vao， 


上 面 的 话 即 是 
当 2 >2o 时 ， 太 人) 一 六 (ao) 。 (8.1) 
定义 1 如 果 函 数 fo 在 某 点 zo 的 极限 等 于 聊 数 在 wo 
点 的 值 : 


Him f(%) ~f (oo), 


便 说 f (w) 在 wm 点 连续 ,而 wo 称 为 f(o) 的 连续 点 . 
注意 : yz) 在 mm 点 连续 , 需要 三 个 条 件 
第 一 、f(4) 在 az 一 mm 时 有 确定 的 值 了 (0) 
第 二 、lim fo) 存在 ; 

第 三 、lim jw) -f(zo)， 


【 例 】 试 证 下 列 函数 在 ws= 0 时 连续 : 
ws， 车 z 为 有 理 数 ， 
fe) I 若 e 为 无 理 数 ， 
【证 】 第 一 、f(0) = 0 
第 二 、|f (wz) |=|s|, 当 w->0 时 , [z|>0， 于 是 
lim f (0) -0; 

第 三 、lim f(s) = 了 (0). 
所 以 f(w) 在 w=0 时 连续 . 

定义 1 是 借 极限 概念 叙述 的 , 如 果 从 (3. 了 的 意义 直接 用 
s-8 来 叙述 , 便 是 : 

定理 1 假设 f(?*) 在 wm 的 邻 域 里 有 定义 。 它 在 x 点 连 
续 的 必然 且 充 分 的 条 件 是 ， 对 于 任意 小 的 正 数 as， 总 有 正 数 
6, 保证 f(w) 在 zo 的 邻 域 |z 一 vo1 <8 内 满足 不 等 式 

|f (0) —f (0 | <s. (3.2) 

许多 书 中 用 这 定理 的 条 件 作为 连续 的 定义 ， 本质 上 这 条 
定义 工 是 一 样 的 . 但 是 和 5§1.1 函数 极 限 的 定义 有 -- 点 不 同 . 
那里 并 不 要 lim 了 (2) 了 (zo), 甚至 不 要 求 J (ao) 存 在 、 所 以 
特别 注意 要 2 关 zo。 现在 只 内 lim 了 (we) 与 了 (zo) 相 等 ,所 以 陈 
去 把 那里 的 极限 值 4 换 作 7 (co) 而 外 ,保证 (3 .2) 式 成 立 的 条 
件 |z 一 zo1<8 不 再 是 m 的 空心 邻 域 了 . 

在 1,2 中 对 于 图 3-1 所 说 的 话 , 只 需 把 4 换 作 (co)， 
便 是 Fo) 在 we=x 时 连续 的 几何 解释 . 


定义 工 可 以 写作 
lim f (%) ~f (Tm 0). (3.3) 


函数 是 否 连 续 , 就 看 极 限 记 号 lim 能 否 移 入 函数 记号 之 内 ， 
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函数 也 可 以 只 在 一 点 的 一 侧 连续 ， 当 
lim fo ~f (eo) 
时 , 便 说 f(z) 在 mo 的 右 侧 连续 ; 当 
Him Fo) ~ (eo) 
时 , 便 说 (x) 在 mw 的 左 侧 连 续 ， 在 一 点 的 两 侧 都 连续 时 , 必 
在 这 点 上 连续 ， 例 如 
. flo) = Vea 
Wi, f (0) =0, lm (0) ~0. 


(四 在 2 的 右 侧 连续 .又 如 
wv 二 1， ww>0; 
fl®) -{ 2—e*, w<O. 
， 四 f(0+)=f(0—)=1=f(0) 
函数 在 原点 连续 (图 3-14). 
” 效 数 在 区 间 [&， 引 的 左 端 4 连续 时 ， 只 能 在 a 的 右 侧 连 
续 ; 同 理 , 在 5 点 , 只 能 在 左 侧 连续 ， 


3.2 关于 连续 函数 的 运算 


z 在 $2.1 中 关于 本 数 的 极限 运算 ， 已 经 贡 定 了 连续 函数 
运算 的 基础 , 根据 那里 的 定理 工 可 以 直接 提出 下 画 的 定理 : 

定理 2 假若 7(c) 与 9(z) 都 在 mo 点 连续 ， 那 么 它们 的 
和 、 差 、. 积 

flo) +p(®), fle) po) 

都 在 oo 点 连续 ; 如 果 gp(zo) 天 0, 那么 f(z)/g(®) 也 在 wo 点 连 
续 . 

例如 sin c, cosw 都 在 z= 子 时 连续 ,而 且 都 不 等 于 0, 于 
是 
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ginwtcor, tpg wv, cteom 
都 在 2 一 于 时 连续 ， 当 gw 一 0 时 ,sin oz=0, 尽管 sm 与 008 0 


都 在 w=0 时 连续 ,但 ctgw 在 c=0 时 不 连续 ， 
在 $2.2 中 关于 有 理 函 数 的 极限 是 有 理 函 数 的 连续 的 基 
础 ， 在 这 方面 有 : 
定理 3 既 约 有 理 分 式 ， 除 去 分 母 的 零点 而 外 ， 处 处 连 
续 . 
如 果 分 子 与 分 母 有 公 因 子 , 需 要 用 极限 理论 另 作 处 理 ( 参 
阅 83.4 中 可 补 间 斯 点 及 其 例 6) . 
两 个 不 连续 的 函数 相 加 减 或 瑟 除 ， 可 以 得 到 连续 函数 ， 
例如 ; 
1, 0O<w, —i1, 0<%, 
7 四 -| tO; p(w —{ 1, w<0., 
那么 了 (wm) glw) 0 是 连 续 函 数 . 如果 g(w) 一 属 , 那么 
—@, 0<w, 
v9) -={ oo 
也 是 连续 函数 . 
把 $82.6 中 关于 复合 函数 的 极限 定理 略 加 改变 ， 便 是 复 
合 函 数 连 续 性 的 定理 . 
定理 9 假若 4=9%( 四 在 m 点 连续 ， 
plo) =to; 而 Y 一 oo) 
在 ww 点 连续 ,那么 复合 汕 数 y= 了 (8 (wm)) 在 mo 点 连续 .、 
用 极限 符号 来 写 这 定理 , 就 是 
lim jg ko)) -flim p (2)), (3.4) 


这 是 公式 (3.3) 的 推广 两 者 都 是 从 极限 的 运算 描写 函 
数 的 连续 性 , 而 且 措 写 得 简单 扼要 ， 函数 连续 的 必然 充分 条 
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件 是 极限 符号 可 以 移 到 函数 符号 之 内 . 当 已 知 函 数 连续 时 , 可 


以 根据 人 . 当 求 它 在 某 点 的 极限 . 

[ 例 1 已 知 f 在 s=0 时 连续 ， 又 知道 sint 在 1= 写 
时 连续 ， 求 lim csat. 

tm 
解 : Te = a 
i 

有 很 多 较为 不 明显 的 极限 往往 可 以 用 这 方法 去 求 ， 我 们 

在 $2.5 里 已 这 样 作 过 . 


【 例 2] 求 lim (1 二 + 全) 
和 解 ， 令 % 一 太 则 过 -二 .而 而 且 + 与 同时 趋 于 co, 这 时 
(二 ) -+3) =-[(G+ 到 )] 
可 见 这 是 好 与 4 一 (1 到 )】 的 复合 函数 ， 所 以 
lm (1+£) -lm[(1+#)] 
机 
直面 两 个 例题 是 很 有 用 的 公式 ， 
【 例 3] 试 证 lim -时 + 呈 1 
解 ， 从 对 数 的 性 质 知道 ， 
ln (1+w) =n(it+o), 
| wj 
右 端 是 w= (1+o)* 和 Inw 的 复合 函数 , 所 以 


1 
lim P+te) im m(+e) ”In Him(l to) 
名 一 地 


At 化 r+0 
=JIne=1l, 
[ 例 引 试 证 lm 全 一 -na 
【和 证】 令 z=a* 一 于 则 w=0 今 z=>0, 而 且 
CQ5 一 工 十 2. 


取 对 数 , 解 2 


由 此 cs 一 工 _ i 


—1 J. 2Jna : 
i 


se__ 
当 4a=e 时 , lim -一 1 从 而 1+ 
习 题 九 

求 下 列 极限 : 

. In(l—2x) .， 。 Zz+In(l+x) 
i Dn 
8. lm 全 一 六 a>0, 5>0, : 4. lim wt 

e+ 好 za0 磺 

;: loga(l+7) 6, lim 多 - 
PP eo 已 厅 和 十 
7. lim (Vz—4+M6—1), ' 8. lim ln arc gin x, 

wtb e+ 


3.3 初等 函数 的 连续 性 


前 面 讲 的 只 是 函数 在 一 点 的 连续 性 ， 现 在 来 看 函数 在 一 
个 区 间 上 的 连续 性 ， 


一 209— 


a wan rm Pe 


定义 2 如 果 f(e) 的 连续 点 组 成 某 个 区 间 (a, 5), 便 说 
f(@) 在 (a, 了 ) 上 连续 . 

例如 , 因为 sin e 在 数 轴 的 每 点 co 上 连续 , 所 以 sino 在 
(一 se, 十 co) 上 连续 、 因 为 In e 对 于 每 个 正 数 m 连续 , 所 以 
ln e 在 (0, oo) 上 连续 ， 


三 在 @， 二 cc) 上 连续 (当然 也 在 (一 ce，0) 上 连续 )， 但 


是 不 在 [0, 十 oo) 上 连续 , 原因 是 函数 在 w 一 0 时 无 定义 ,因而 
在 这 点 不 连续 . 

§ 3.1 中 例 1 的 函数 只 在 w=0 一 点 连续 ， 不 在 任何 区 间 
上 过 续 ( 读 者 考虑 如 何 证 明 这 函数 在 2 关 0 时 不 连续 ， 参 看 第 
二 章 8 3.6 e-3 定义 的 否定 式 ) . 

把 $2.3 讨论 的 结果 与 现在 的 定义 2 结合 起 来 就 得 到 
下 面 的 定理 ， 

定理 5 基本 初等 函数 在 各 自 的 定义 域 上 连续 . 

关于 复合 函数 f(g (%)) 的 连续 区 间 ， 可 以 得 到 下 面 这 样 
一 个 规律 . 

如 果 flw) 的 连续 区 间 是 了, t 一 p(w) 的 值 域 是 了 ,了 与 了 
的 公共 部 分 是 及 ,如果 下 对 应 于 g(w) 的 定义 域 中 的 一 个 区 
间 工 , 那么 f(g(w)) 在 上 连续 . 


[ 例 作 闻 耳 数 - 和 5 二 了 十/ 仿 二 完 什 么 区 间 上 过 
续 ? 
解 ， 先 讨论 这 函数 中 的 第 一 项 ， 它 是 由 


ey ?十 工 
本 


组 成 的 复合 函数 .vw 的 定义 域 是 I wz>0， 而 “= 名 
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的 定义 域 工 包括 三 个 区 间 . 

了 1: (一 co， 二 二) 存 这 里 L<vY< 十 co; 

二，( 一 1 了), 在 这 里 -oo<u< 一 

L;: 人 十 cc)， 在 这 里 T 工 < < 十 co。 
所 以 4 的 值 域 了 有 两 个 区 间 ， 

va: 人 1， 十 co)i a: 《一 co， 1). 

I 与 了 的 公共 部 分 尺 是 (I 十 o0), 下 对 应 于 荆 中 的 卫 

和 五 ,所 以 W/ 入 二 在 区 间 ( 一 co, 一 起 与 (1， 十 co) 上 连续 ， 


同样 的 分 析 ， my 加 十 在 区 间 ( 一 co， 十 o0). 上 连续 . 


2 
所 给 函数 在 W -2 二 于 与 W 名 


分 (一 co，- 汪 及 人 ee 

【 例 3] 按 下 列 三 种 情形 讨论 函数 (w) =or 的 连续 性 ， 
(Da 是 分 数 p/g， 其 中 pp、9g 是 正 整 数 ; (2)a 是 负 分 数 ; (3)a 
十 任意 实数 s. 

解 ，(1) y 一 = (w/o)? 是 由 4 到， 4 一 w 人 复合 成 的 . 
9 一 好 的 定义 域 是 I. (一 o0, 士 ce) ,根据 第 一 章 叶 3.2 的 约定 ， 
&Y= 信 和 的 定义 域 是 也: [0, 十 co), 信 域 是 J; [0, 十 co). 了 与 
v 的 公共 部 分 是 下 . [0, 十 co)， 五 对 应 于 工 ( 的 全 体 ). 所 以 
yw) =oz 在 区 间 f, 十 ce) 上 活 续 ， 

(2) ax 是 负 有 理 数 一 rtr>0) 时 ， 


了) -wr 


全 的 定义 域 和 值 域 都 是 [0, 十 oo) (根据 前 面 的 讨论 ),o 7 
仅 在 w=0 时 无 意义 , 从 而 不 连续 , 所 以 这 时 Je) 在 0 十 co) 
上 连续 ， 


的 连续 区 闻 的 公共 部 


(3) ez) = 如 =6" 这 是 由 
Y=6, Y=8Inw 
复合 成 的 .9 一 et 的 定义 域 与 4=alnw 的 值 域 都 是 {一 o%， 
十 co)， 所 以 w=sInw 的 定义 域 (0, 十 co) 是 ee 的 定义 域 ， 
这 说 明 w 在 (0, 十 co) 内 连续 ， 
【 例 3】 求 logsine 的 连续 区 间 , 并 求 


lim log sin &., 
mdidt | 


解 。 所 设 活 数 其 由 log w 和 wsinw 复 合成 的 ，1log4 的 
定义 域 是 J，w>>0; w==sins 的 值 域 是 J 一 1]<w<1; 了 与 J 
的 公共 部 分 攻 是 0<w<1; ww 一 ginw 前 定义 域 

.LL. —co<w<+oo 
中 与 龙 对 应 的 部 分 (2nz, 2nm 十 zw) (其 中 n=0, 土 1, 土 2,…) 
是 logsinc 的 连续 区 间 . 


可 在 logsinc 的 连续 区 间 (0, w) 之 内 , 所 以 


lim log sinw=log gin 区 =0., 
?TMT pp 


写 ,44 函数 的 间断 点 


定义 3 函数 在 一 点 不 连续 时 , 就 说 它 在 这 点 上 间断 , 而 
这 点 叫做 函数 的 间断 点 . 
Fo) 在 8 一 wo 时 不 连续 , 即 是 
Hm Je) =f (wo) 
不 成 立 ， 它 不 成 立 的 原因 有 三 方面 : 或 者 了 (wo) 无 意义 ; 或 者 
Jiamn7 不 存在 或 者 两 者 都 存在 然而 不 相等 . 只 要 出 现 这 


三 种 情况 中 的 一 种 ，wo 便 是 jc) 的 间断 点 。 下 面 观察 几 个 
例题 ， 


一 212 一 


【[ 例 贡 画 数 f(2) 一 一 2 (图 83-1) 在 w= 土 2 时 无 定 


0 一 4 
义 .o- 填 2 是 (we) 的 间断 点 ， 
[ 例 2】 函数 
E v0; 
fo) -| 1 十 时 
0， «=0, 
《 见 本 章 § 1.8 例 十， 图 38-2.) yy 
lim f (%) -1; 1 : 
lim f Cw) =0. SN 
limf(w) 不 存在 , 所 -7 a 


以 wo 一 0 是 间断 点 . 

【 例 3] 函数 fw) 一 
sm 二， 在 4#=0 时 无 定义 ， 
所 以 w“=0 是 这 函数 的 间 
断 点 . 图 3-15 

【 例 4] 试看 函数 flw) = [zw] (图 3-16)。 对 于 每 个 理 数 
n, 在 区 间 nw2<n 十 1 内 f(z) =n, 所 以 . 

lim f (%) 一 一 1; 


wo 


lim f (e 一 缉 。 


可 见 一 切 整数 是 了 Cw) 的 间断 点 ， 
【 例 5] 函数 (图 3-17) 
公关 0; 


w=0, 


fC0) -1 
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图 3-16 图 3-17 


很 容易 证 明 . 
lim f(%) =0, lim f (w) 一 十 co。 


这 函数 在 w=0 的 值 等 于 左 极 限 ， 但 是 右 极 限 不 存在 ， 所 以 
2=0 是 间断 点 . 

总 观 以 上 诸 例 , 函数 在 间断 点 上 ,或 者 有 定义 ( 例 2、4.5)， 
或 者 没有 定义 ( 例 1 3) .函数 在 这 点 的 左右 极限 ， 或 者 都 不 
存在 ( 例 1、3), 或 者 都 存在 ( 例 2、 当 ， 或 者 一 个 存在 , 一 个 不 
存在 ( 例 5 . 

左右 极限 (都 存在 ) 不 相等 的 闻 断 点 , 叫做 第 一 类 间断 点 ， 
在 这 类 间 浙 点 上 , 函数 胱 有 斤 一 段 距离 , 所 以 这 种 间断 点 又 叫做 
尝 吗 间断 点 ， 跳 路 的 距离 叫做 函数 宕 这 间断 点 上 的 幅度 。 其 
他 叫做 种 二 类 间断 点 .。 若 第 二 类 间断 点 至 少 有 一 全 的 极 展 为 
无 穷 大 时 , 则 称 为 无 穷 间 断 点 ， 

凡 当 Fe) 在 四 点 无 定义 时 ，m 应 是 间断 点 。 然 而 
lim fm), Jim flw) 都 存在 且 祖 等 时 ， 世 就 是 Fw 存在 
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时 , 若 用 这 极限 值 作 为 (oo) 的 定义 , 那么 flw) 便 在 wm 点 连 
续 了 .这 种 情形 , 我 们 认为 它 是 连续 的 , 而 称 mu 为 可 补 间断 
点 (参看 下 例 ) . 


【 例 6】 函数 7(o) -- 汪 -5 在 w~8 时 无 定义 ,然而 


Jim -多 一 3 1 


es WH ed wit3 6 
因此 规定 了 (3) 二， 函数 便 在 ce 一 3 时 迫 续 了 (图 3-18)， 
[ 例 7] f(w) ~wsin 工 在 
-0 时 无 定义 ， 然而 
lim yz) 一 0. 
取 f(0) ~-0， 则 (四 连续 . 原 
点 是 可 补 间断 点 . 
间断 函数 也 有 现实 意义 - 


例如 : 一 克 重 的 冰 受 热 后 , 它 的 
温 并 从 一 mC 上 和 瑚 到 05C 时 ， 


每 升 高 一 度 需 要 热 于 卡 , 这 中 间 消 耗 的 热量 Q 对 于 温度 1 的 
依赖 关系 是 ， 


1 Lo 


0°C 时 的 一 克 冰 溶解 为 0°C 时 的 水 消耗 的 热量 是 79.7 卡 ( 深 
解 热 )、 完 全 溶解 成 水 之 后 , 每 升 高 1"C 要 用 工 卡 热 ， 这 时 如 
果 连 同 以 前 消耗 的 热量 一 起 计算 , 那么 


QG =t 十 对 二 79.7， 0<t. 
一 入 1 一 


一 一 -一 一 


人 


显然 limQ() -和 Jim Q(D) -名 +79.7, 
左右 极限 不 相等 ,所以 Q(t) 在 1 一 0 时 间断 (图 3-19)， 


图 3-19 图 3-20 


又 如 : 运转 的 机 器 会 使 机 器 的 支架 发 生 振 动 , 因而 影响 支 
架 的 内 力 , 甚至 使 它 变形 、 假 著 机 器 的 运转 频率 是 9, 支架 的 


振动 频率 是 w。 令 ? 瑟 、 由 机 器 振动 引起 的 位 移 与 动力 系 


数 上 有 关系 ,而 

CT , 
从 这 里 看 到 : 73 江 时 人 >co， 即 是 说 9->o 时 ,动力 系数 无 限 
增 大 , 这 时 就 要 发 生 共振 现象 , 影响 支架 的 正常 使 用 , 甚至 造 
成 破坏 ， 


习题 十 


414， 讨论 下 列 函数 的 连续 性 ， 

GD yg; (0) y= 
3z+1， 若 0<z<1， 
5 一 +， 车 141<rx&2; 


(3) y=1 
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z 十 1 芳 2D3， 

4—z, 车 2Z<3; 

.1 3x， 港 0<z<1, 

{6) 0-| = 沙 1<zs2， 
了 一 27*， 若 23<z< 引 


(5) y={ 


3+z2，。 营 x<0， 


a 若 z 基 人 
(7) J | gy pt! 
oo L 2 2 一 ee (a, 车 2>0; 
ps 
Y sz 一 ， 沙 了 关 0， 
(9) 1-| 有 
加 0, 若 %=0; 
言 ， 着 x 守 0, e， 灌 z#0， 


Qo0) 7 ={ GD 109 ={ 


(12) f{2) ~=[z]; 
ca yo 
1, ~ 2 
G9 7 四 ={ 
2. 车 f (四 在 由 连续 , lim g(%) 一 so 试 证 lim f[g(2)] 一 flimg(z)). 
又 车 lm 了 (WwW 一 4, 9 人) 在 zo 连续 , g (xzo) ~wo, 上 式 是 否 亦 成 立 ? 


3. 下 列 函 数 的 间断 点 各 属于 鄂 一 类 ? 


， 车 X= 由 0， 若 x=0; 


1 
= 一 ， 车 z 磊 0， 
(1) f(2) = 2 (2) 109-| 0 
， 若 z=0; 
一 上 rc, 车 z+*0， oe 
《3) f(z) 一 | 1+27 (4) f(D = ， 
3， 落 x 一 0; 
2x， 若 + 大 3， sin 于， 在 xs0， 
{5) fo)=| (6) f(x) -| 多 
1, 若 z= 3 0, 在 z=0,， 


4， 当 一 0 时， 下 列 函 数 了 (xz) 无 意义 , 试 定义 A(D) 的 数值 , 使 了 (x) 在 
一 旦 17 一 


er pi 


X-=0 连续 


_ VMI+r-1 _ te2z 
GD 1 0 EE (2) 1 (0)— 8, 
(3) f (2) ~sinzsin 1; (4) f(z) = d+) 


5. 试 举例 说 明 当 z=zo 时 , 函 履 f(z) 和 g(x) 二 者 都 不 连续 ,但 此 二 渗 
数 的 和 f(z) +9(z) 在 < 一 加 连续 . 
6. 设 f(z) 在 点 连续 ，g( 双 在 zo 间断 ， 问 f(z) .glz) 是 否 在 ow 点 
一 定 闻 电 ? 
7. 试 证 ， 若 单调 有 界 函数 (能 束 到 Pa) 和 (的 之 问 的 一 切 值 ,更 
f(z) 在 [a, 如 连续 , 
3. 试 证 :f(?) 在 + 二 a 点 连续 , 必然 卫 只 需 对 于 任何 s>0, 存在 n>0， 
当 |z 一 a| < 和 | 一 a| < 时 ,有 | 一 fe [< 
9. fc) 在 “点 有 定义 ,在 6 点 有 裤 限 ,在 4 点 连续 三 者 有 什么 关系 ? 
10. C2) 在 z=zo 时 有 定义 ， 如果 对 于 {e,} 一 | 入 | 中 的 每 个 s。 总 有 
6 二 6,《8s, Za) 能 实现 
Iz—xol <6, 一 1) -f(r0) | <6n, 
问 f(z) 在 z=xo 时 是 否 连 续 ? 
也. 已 知 f(D) 连续 , 试 证 |7(x) | 连续 ， 


第 四 节 ”连续 函数 的 性 质 


答 ,1 确 界 定理 


本章 81.8 所 讲 的 有 界 函 数 的 上 界 与 下 界 , 不 是 唯一 的 ， 
不 是 确定 的 . 凡 当 浮 数 fo) 有 上 界 时 , 总 有 一 个 最 小 的 上 界 
U, 这 时 口 适合 下 列 条 件 ; 

《I) fitz) 的 一 切 值 所 UD; 

(2) 对 于 任意 小 正 数 s, 总 能 找到 Fo) 的 侍 > 区 一 5( 即 
是 任何 小 于 了 的 数 不 能 是 f(z) 的 上 界 )。. 
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这 样 的 上 界 栈 叫做 了 (oe) 的 上 确 界 ,或 好 小 上 界 ， 同 样 ，f (2) 
的 下 确 界 或 好 大 下 界 石 是 适合 下 列 条 件 的 一 个 数 : 

CD fo) 的 一 切 信之 工 

(2) 对 于 任意 小 的 正 数 s, 总 能 找到 了 (z) 的 值 < 工 +s( 即 
是 任何 大 于 工 的 数 都 不 能 是 f(z) 的 下 界 ). 

例如 ，sinz, cosw 的 上 确 界 是 1 下 确 界 是 一 1 

arctg w, ee 的 上 确 界 是 村 ; 下 确 界 是 一 避 - 

函数 fo) 一 了 vr (1.3 例 1 图 8- 多 在 (一 o， + 
内 的 上 确 界 是 了 下 确 界 是 0 在 (0， 十 oo) 内 的 上 确 界 是 去 ， 
下 确 界 是 0 在 (一 co, 0) 内 的 上 确 界 是 ,下 确 界 是 元. 

可 以 证 明 ， 有 界 函 数 必 有 兢 界 ， 然 而 确 界 未 必 是 函数 的 
值 . 例如 : arcsinw 在 x~= 土 1 | 它 的 上 下 确 界 土豆 . 
arc 霹 不 能 达到 它 的 确 界 . 了 于 不 论 在 (~o%， 十 oo) 内 


或 (0, 十 00) 与 (一 00, 0) i 32). 
如 果 fw) 达到 它 的 上 确 界 , 那么 这 上 确 界 便 是 天 (zw) 的 最 
大 值 . jw) 能 否 达到 它 的 上 确 界 ， 说 明 函 数 有 无 最 大 值 . 例 


如 尽管 西数 了 vz 有 界 , 但 却 没有 最 大 值 。 关于 下 确 界 与 


最 小 值 之 闻 的 关系 也 是 这 样 . 
” ”函数 有 没有 最 大 值 或 最 小 值 的 问题 ， 在 理论 上 或 实用 上 
都 很 重要 , 都 要 考 虚 ， 下 面 所 写 的 确 界 定理 就 是 讨论 这 个 问 
题 的 . 

定理 1 闭 区 间 上 的 连续 画 数 必 有 最 大 信 与 最 小 什 . 

这 里 不 打算 给 这 定理 作 正 式 的 证 明 . 粗略 地 说 ,在 [c, 纪 
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上 连续 的 函数 y=F(o) 表 现 为 [ea 缮 上 的 连续 曲线 (图 3-21)， 
这 条 曲线 上 至 少 有 一 点 (@ Fe)) 不 低 于 其 余 一 切 点 ， 也 至 少 
有 一 点 (4, f(Q)) 不 高 于 其 余 一 切 点 . 令 f(e) =U, f(Q) = 
则 不 论 % 是 [g, 轨 上 的 哪 一 点 , 永远 
Tric) <U. 
这 定理 的 假设 条 件 有 两 点 : 一 是 闭 区 间 , 一 是 函数 连续 ， 


这 两 个 条 件 舱 一 不 可 两 数 are 霹 o 不 能 达到 上 下 确 界 土 李 ， 
是 因为 (一 oo， 十 oo) 是 开 区 间 ， 画 数 -了 zs 虽然 在 团 区 间 


[一 二 1] 上 , 但 也 不 能 达到 .上 确 界 1 及 下 确 界 0, 是 因为 函数 
在 这 区 间 里 间断 ， 


图 3-21 图 3-22 


还 要 注意 ， 这 定理 的 假设 仅 是 充分 条 件 ， 并 不 是 必然 条 
件 .所 以 不 能 说 开 区 间 内 的 连续 函数 或 闭 区 间 内 的 间断 函数 ， 
甚至 开 区 癌 内 的 间断 函数 不 能 达到 上 下 确 界 . 例如 闭 区 间 
[0, 1] 上 的 间断 函数 (图 3-22) 

1, “=0; 
7 四 -| vw, 0<wC<dTi 
—1, w=l., 
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及 开 区 间 ( 一 2, 2) 上 的 间断 函数 (图 3-23) 
2+w, —2<2<—1; 
0 -| 人， —1<r<l1; 
—2+w, 1<z<2, 


都 有 最 大 值 1 与 最 小 什 一 1 


Pmt ty Ga 
一 一 


人 4.2 介 值 定理 


在 初等 代数 解 方 程 时 ,其 P(wm) 是 多 项 式 ， 通常 根据 Pa) 
和 P (ws) 的 符 导 不 同 而 断定 已 (c) -0 至 少 有 一 个 根 在 wm 与 
ze 之 间 ， 例 如 卫 (0)<0， 而 了 (由 >0, 便 至 少 有 一 根 在 区 间 
(0, 二 之 内 ，P 了 (wv) 是 连续 函数 ; y==P(w) 的 图 象 是 连续 曲线 ， 
连续 曲线 从 =” 轴 下 方 (P(40) <0) 达 到 4 轴 上 方 (P(1) >0) 时 ， 
必定 与 = 轴 相 交 . 这 交点 的 横 举 标 便 是 卫 (w) =0 的 根 。 

如 果 不 限定 多 项 式 ， 而 是 任意 连续 函数 flo), 便 有 下 面 
这 条 定理 ， 

定理 2 假若 fc) 在 [ec, 8] 上 连续 ， mW 160) 与 1(5) 异 
号 ,那么 在 (a, 3) 内 至 少 有 一 点 使 FE) = 

【证 】 假设 f(a) <0, 08)>0( 图 在 [e, 人 的 中 


点 2 二 ”上 ,fo) 可 能 等 于 堆 ， 也 可 能 不 等 于 零 ， 如果 
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7 (二 )=0， 
了 就 是 ,定理 便 被 证 明了 ; 如 果 了 (“二 ) 关 0， 那么 


(et ) 一 定 和 了 (@) 与 C5) 二 者 之 一 辐 号 , 比如 说 与 (5) 
同 号 ,于是 令吉 -=54; 6 一 au 那么 J (中) 在 [es, 8 上 又 清 
足 定理 的 候 设 条 件 了 ， 即 f(z) 在 [as, 8] 上 连续 ，f (as) <0， 
fb) >0， 如 果 了 (于 二 于) 一 0, 鱼 二 于 就 是 名 如 果 


(“$e)o 
7 (和 计生] 又 和 ja 或 了 65) 同 号 ， 比 如 说 和 了 (es) 同 号 . 


于 是 令 虹 去 于 一 qs B31 一 6, 7(o) 在 [as, 6s] 上 又 满足 定理 的 
假设 条 件 了 .……， 这 样 反复 地 作 下 去 , 一旦 有 一 次 磁 上 一 个 
区 则 [ou 54] 的 中 点 使 (全 二)=0 时 ， 匀 寺 疆 便 是 6 如 
办 永远 没有 这 梯 的 中 点, 这 得 到 两 个 数 
《cn to, Qi1, Ua, "**, Tn, *'*, 
{0s} 60, 61, 62, ***, bs, ** 
其 中 wo=a po= 8、 由 于 
U0 
所 以 {aw} 单调 上 升 而 于 上 有 界 ,那么 必 有 极限 $， 又 因为 


56, 二 Qn 十 2 


5 


所 以 lim 6, -lima,+ lim C+0— < 


可 见 {qn} 与 ne 有 共同 的 极限 *. i =0. 第 一 ， 
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证 明了 (6) <0， 设 其 不 然 ， 而 了 (6) >0， 由 于 jw) 在 点 连 
续 ,必然 lim f(aw) = 了 (E)， 因 此 当 和 大 于 菜 个 自然 数 请 时 ， 


|f (00) -FO 1 < LE. 


这 时 将 要 出 现 
fa) >HO >0, n>N, 

这 和 f(an) <0 了 矛盾。 所 以 (6) 不 能 是 正 数 , 即 是 了) 专 0. 
间 旭 了 f(#) 富 0. 因此 7(E)=0. 1 

这 定理 的 假设 条 住 , 是 充分 的 ,不 是 必然 的 不 能 说 f(q) 
与 (2) 同 号 时 ,必然 没有 使 f(6) =0， 还 要 注意 , 在 (0, 3) 
内 使 了 (2) =0 的 点 ,未 必 仅 有 一 个 . 

哈 注 ”定理 2 的 证 明 方 法 ， 是 把 区 间 [4, 外 一 半 一 半 地 
分 下 去 , .每 个 区 闻 是 前 一 区 间 的 一 部 分 区 辣 之 长 逐渐 缩短 ， 
而 趋 于 零 , 由 一 切 区 闻 的 左 端 构成 单调 上 升 而 有 上 界 的 数 列 
一 切 右 端 构 成 单调 下 降 而 有 下 界 的 数列 ， 这 黄 个 数列 有 共同 
的 极限 ; 如 此 便 确定 一 点 这 叫做 “二 分 法 ”。 数学 分 析 中 
时 常用 这 方法 证 明 问 题 . | 

从 定理 2 很 容易 转变 成 下 面 的 介 亿 定理 : 

定理 8 假若 je) 在 区 间 [c，2 上 连续 ，f (a) f(5)， 
而 。 是 介 于 (ae) 与 jb) 之 间 的 任 一 值 . 那么 [4，] 上 至 少 
有 一 点 满足 f(&) 一 

【证 】 令 g(0)=f(0) 一 6e， 则 pp( 加 在 [z, 如 上 连续 ， 旦 
pO = Fe) -0 与 p00)= 了 09) 一 2 符号 相反 所 以 (a, 5) 内 
至 少 有 一 点 吃 满足 pg(E) =0, 即 是 1(6)=c.。 1 

推论 ”假设 Fo) 在 区 间 [c, 3] 上 连续， 与 nw 是 fw) 
在 fa, 妈 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ,mm< 加 < 于 .那么 [a, 8] 上 至 
少 有 一 点 mo, 满足 了 《20) 一 如. 


[证 】 假设 (42) =m, 了 (ey) = ,不 妨 说 <<x。， 那 么 
了 f(z) 在 区 间 [w:, ws] 上 满足 定理 3 的 条 件 ， 至少 有 (zl om) 内 
的 一 点 wo 满足 f(so) = 加 .但 是 (zi 43) 是 [a, 引 的 一 部 分 ,所 
以 wo 在 [2,5] 内 ， 旦 
定理 3 和 它 的 推论 就 是 说 ， 连 续 函 数 必 能 通过 (取得 ) 其 
任意 两 值 之 间 的 一 切 值 , 特别 地 , 必 能 取得 其 上 下 确 界 之 间 的 
一 切 菠 . 
【 例 芒 斌 证 方程 1 
vw—2sinw=0 (4.1) 
在 (0, 二 co) 有 根 . 
解 ， 零 是 方程 (4 .的 根 , 但 是 不 在 (0, 十 zo) 内 . 
” 当 足 够 大 时 ,显然 p(2) =s 一 2sinz>0. 比如 ws 之 x 时 ， 
pr)>xr—2sno>wr—2|sng|>nr—2>0. 
自然 g(x) >>0. 


y (4) -于 一 2 sin 守 = 于 -2<0. 


所 以 在 (于 ,rm) 内 有 一 点 如 使 p(w) =0. 
【 例 3 假设 f(e) 在 Ia, 轨 上 连续 ，a<my<ws<… < 
<2 试 证 [zx， cd] 上 必 有 一 点 名 满足 
f=" 


多 t=1 E 
[证 】 令 避 与 时 分 别 是 了 (z=1,2,…, 加 中 的 最 小 
与 最 大 者 ， 比 邵 说 mf wr) ” Mf), 而 且 Wh < 信 ， 那么 
*) 号 是 求 和 记号 
fd FD +7 (m2) + tf en), 


其 中 用 区 分 不 同 的 项 ， Tr tml 表示 从 1 开始, 上 边 的 7 表示 
到 7 为 止 。 


一 224 一 


TO Cs Sp 


Tf Cm) 
.从 而 mE 全 


根据 介入 定理 知道 [wy, m1] 上 必 有 一 点 5, 满足 
0 
[ee 拉 是 [wu wo] 的 一 部 分 ,所 以 在 [er, ws] 肉 。 


4.3 反 函 数 的 连续 性 


第 一 章 83.6 中 说 过 ， 函 数 的 每 个 单 油 区 间 有 一 个 反 范 
数 ， 并 且 证 明了 反 函 数 与 直接 函数 的 上 乱 与 下 降 是 一 致 的 . 
现在 证 明 单 调 连 续 函 数 的 反 函 数 一 定 存在 并 且 连 续 . 
”定理 和 假设 y= 了 (2) 是 [2, 61 上 的 单调 (不 是 单调 不 降 
或 单调 不 升 ) 连续 函数 ， 又 je) = f(5) 二 8B8， 那 么 在 区 间 
[a, 8] 上 必 有 y= 了 (w) 的 连续 反 函 数 “一 2 了 
荐 唯一 的 . 

【证 】 不 纺 设 :y== 了 (ew) 在 [a， 5] 上 是 单调 上 逢 的, 

第 一 、 证 明 反 函数 存在 。 邯 是 要 证 明 区 间 [a， 8] 上 每 有 
一 点 ， 必 有 区 闻 [e， 疏 上 的 一 点 和 它 对 应 . -中 无 疑 地 分 别 
有 五 对 应 ， 因 为 ,F 四 单调 上 芋 升 ， 那 么 当 m 属于 (oa 5) 时 ; 
f(a) < 之 flw) < 了 (6)， 这 说 明 a 与 8 分 别 是 了 lw) 在 [a， 人 上 
的 最 小 与 最 大 值 . 根据 介 和 值 定理 ,对 于 (a, B) 内 的 任 一 点 yo， 
es 站 内 一 点 wo 使 得 J = Yo, 我 们 用 这 个 wo 对 应 于 

.所 以 反 函 数 5 一 g (V7 存在 . 

第 二 、: 证 明 w=p(y) 是 唯一 的 反 函 煞 。 浊 于 fe) 单调 
上 短 , 如 果 %> wo 那么 六 (@) >g%o 如 果 we<oo, 那么 (8) < 加 . 
只 要 8 了 wo， 了 (由 便 不 等 于 3，2 便 不 能 对 应 于 %。 即 是 说 
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对 应 于 加 的 =“ 值 只 有 sm 一 个 .所 以 反 函 数 只 有 一 个 
第 三 、 证 明 “=g( 细 在 [wx 8] 上 连续 . 假设 8 是 任意 小 的 
严 数 ,求证 有 足够 小 的 正 数 6, 保证 在 |y 一 yo| <5 的 情况 下 ， 
(pl —9(yo0 | <s. (4.2) 
令 p(y) ==%, 9 (yo) 二 zo, 由 于 了 (zw) 单 调 上 升 , 便 有 
Ko— 8<w< mot esf (ro— 6) <F Em) < 六 (oo 十 3) 
Sf vo~ 2) —f (v0) <Yy— Yo fvot ee) —f (v0), 
取 8=min {f(xo) —f (mo— 8), flrot+e) 一 了 oo)]， 则 
: lIy—y | <6 — eol <s. 
最 末 的 不 等 式 就 是 (4.2)。 所 以 gl 四 在 la, B) 内 的 任 一 点 如 
连续 ,也 就 证 明了 9( 引 在 la, B) 内 连续 ， . 
要 证 gC 在 a 点 连续 ， 只 须 取 0<y 一 wa<6 即 可 ; 要 证 
9(9) 在 B 点 连续 , 则 须 取 0<B8 一 y<5.。 了 


4.4 一 致 连续 


函数 在 区 间 上 连续 《 见 § 3.3) 就 是 在 区 间 上 每 一 点 连续 . 
法 数 f(z) 在 一 点 zo 的 连续 性 ( 见 $3.1 定义 1) 是 从 mm 一 点 
近 旁 考 虚 的 ， 所 以 区 间 上 的 连续 是 从 区 间 的 局 部 考虑 的 ， 不 
是 从 区 间 的 整体 考虑 的 、 为 了 腊 清 楚 这 话 的 意思 ， 可 以 把 
83.+ 的 定理 工 回忆 如 下 , Fo 在 和 点 连续 即 是 : 

对 于 任意 的 s>0, 总 有 正 数 5， 保证 Fe) 在 [z 一 如 | <8 
时 , 满足 不 等 式 | F 2) 一 f (vo) | 天 8. 

在 极限 的 定义 里 , 曾经 解释 过 5 可 以 是 s 的 函数 8(e)。 这 里 
尖 为 m 是 固定 的 一 点 , 所 以 6 内 依赖 于 。e， 辑 果 m 是 不 国定 
的 话 , 那么 对 于 辐 一 个 s 在 甲 处 找到 的 3 未 必 能 用 于 乙 处 .从 
连续 曲线 直观 地 来 尹 是 容易 明 委 的 ， 图 8 25 里 的 曲线 左 半 


较 陡 , 右 半 较 平 . wo 偏 右 时 , 如 果 取 了 一 个 最 大 可 能 的 6, 对 
于 偏 左 的 % 就 不 适用 . 所 以 
对 于 同一 个 s， 在 连续 区 间 
茶 一 小 部 分 里 适用 的 3， 一 
般 地 说 不 适用 于 区 间 的 另 一 
部 分 ，3 实际 上 与 w 有关， 
是 2 和 wo 的 函数 5(le, wo0). 
这 就 是 连续 定义 的 局 部 性 . ee 

如 果 给 定 了 6, 不 专 对 [4, 到 上 特定 的 wo 去 找 5, 而 要 8 
能 适用 于 [4，5] 上 的 一 切 点 ， 那 就 是 从 [a， 要 的 全 局 来 考虑 
了 . 有 这 种 可 能 吗 ? 答案 是 肯定 的 . 

【 例 1] -函数 sin w 对 于 区 间 (一 oo, 十 co) 的 任何 点 wz， 
有 


lame-saimnm| -2|o0s 2 "lsin 32 
< |s—zol. | 
对 于 任意 的 se， 只 要 取 35= s, 则 当 |g 一 %| <5 时 , 一定 
| sin ws — gin mo! 一 e， 
这 里 找到 的 6=& 适用 于 (一 ce, 十 ce) 内 的 一 切 zo, 而 与 
co 无 关 , 确实 是 只 依赖 于 s 的 函数 3ke). 
凡 连 续 函 数 都 能 对 于 同一 个 s 拒 到 不 依赖 于 四 而 只 依 
义 于 e 的 $ 吗 ? 不 是 的 ， 
【 例 3】 函数 y= 二 在 区 间 (0， 十 co) 上 连续 。 必 然 对 于 
(0, 十 co) 内 的 每 一 点 zw 能 找到 依赖 于 wo 和 8 的 6(8，wo)， 


使 得 je 一 zol <3Ce,， es) 能 保证 | 二 一 万 -| <s( 读 者 可 以 证 一 


2 于 知人 有 与 开关 的 3 实现 同一 事 


、 


实 . 下 而 的 反例 足以 说 明 这 一 点 . j 
取 &=1， 人 6 多 人 么 小 ,总 有 自然 数 m% 满 足 作 > 代 ， 


令 oo- 加 一 那么 


2 > 


ER 1 
Lg| -上传 1 -iI z+T|- n(n+1) St 


然而 去 -去 |=- = (十 二 一 %= 工 一 8 


这 即 是 说 ， 不 论 正 数 3 多么 小 ， 总 还 有 相距 小 于 5 的 两 
点 , 函数 在 这 两 点 上 的 值 相 差 得 不 小 于 ==1. 

定义 ”假若 F(z) 是 定义 在 区 间 I (或 开 或 闭 或 无 穷 ) 上 
的 函数 ， 如 果 给 定 了 任意 小 的 正 数 e, 总 有 正 数 8, 使 得 只 要 
I 里 的 任意 两 点 wm，owr' 合 于 |z' 一 w2”'| <6 时 ,必然 | 

f(a) — fl) |<e. 

便 说 了 (ew) 在 工 上 一 致 连续 (或 均匀 连续 ) ，. 

定理 5 在 闭 区 间 上 的 连续 函数 ， 也 在 这 区 间 上 一 致 连 


续 . 

证 明 从 略 ，: 
习 题 :十 一 

1. 车 7 人 在 [a, 6] 上 连续 ， 且 无 零点 . 试 证 f(z) 在 [a 内 杠 为 正 
数 , 或 重 为 负数 ， 

3， 根据 连续 函数 的 性 质 , 验证 方程 亚 一 3x= 工 至 少 有 一个 根 介 于 1 和 
2 之 间 . 

3, 设 0>0, b>0. 试 证 方程 z=q8in x SE EE 
不 超过 pb 十 x， 


人， 讨论 下 列 通 数 的 一 致 连续 性 ， 
GD Ff) =Y 2 在 [1, 2]; 


(3) f(z) =cos 记 在 (0, 1),] 
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第 五 节 ”无穷小 的 比较 


与 .1 无 穷 小 的 分 阶 


一 个 函数 或 是 一 个 变化 着 的 量 中 ， 车 是 挟 带 着 几 个 不 同 
的 无 穷 小 ,为 了 简化 讨论 的 过 程 , 往往 抛弃 一 部 分 无 关 紧要 的 
无 穷 小 。 这 时 自然 要 拒 其 中 变 ( 趋 于 零 ) 得 快 的 无 穷 小 会 去 ， 
这 就 中 到 了 无 穷 小 的 比较 问题 . 

假设 有 若干 个 不 同 的 无 穷 小 ， 并 且 把 它们 各 步 的 数值 排 
比 起 来 , 那么 在 同一 步 上 各 变数 的 值 , 应 该 各 不 相同 例如 ; 


{一 | 名 上， 的 = 全 fy 全 | 
都 是 无 穷 小 它们 的 对 应 项 在 w> 2 以 后 永远 满足 不 等 式 
0<s < 

科 自 然 人 以 为 二 个 上 在 间 通 近 的 近 各 中 < 二 将 最 
前 ，w 最 落后 ,也 就 是 说 faj，ft}，fa 虽然 都 是 无 穷 小 , 但 
是 比如 接近 于 堆 , 比 更 接近 于 办 

为 了 把 这 事 看 得 更 清楚 ， 分 析 一 下 它们 的 对 应 项 之 比 的 
变化 情况 ,将 fj，{t} 都 与 {ww} 比较 : 
8 2 t, _1 


志 永远 等 于 的 可 ，s 等 于 ww 总 
人 小， 可 是 与 ss 比 小 的 程度 比较 起 来 ， 却 又 差 得 太 远 了 . 
全 一 二 也 是 一 0 所 以 ss 小 于 二 的 程度 和 % 小 于 ny 却 


不 同 于 如 小 于 你 的 程度 。 
舅 一 方面 , 因为 


rn 


in ->co， 加 >00, tn —3 
Ey Sn 加 


可 以 知道 如 大 于 5 的 程度 各 如 大 于 ss 相似 ， 两 着 都 远 远 超 
过 山大 于 刀 的 程度 . 

以 上 是 就 数列 说 和 的， 对 于 隐 数 的 无 穷 小 也 是 这 样 来 比较 
它们 , 其 实 $ 2.4 里 的 


lim .22 1, 
二 -由 好 
还 有 那 星 的 例 工 
， GOS 一 1 
ep 
§3.3 里 的 例 6 
. 红 _14 
Dn wo 6° 
都 是 关于 无 穷 小 的 比较 ， 


数学 分 析 就 是 按 两 无 穷 小 之 比 的 极限 来 给 它们 分 等 级 
的 ， 
”定义 1 当 两 个 无 穷 小 a 与 8 之 比 a/8 的 极限 等 于 零 
时 ,就 说 a 是 8 的 高 阶 无 穷 小 ， 当 a/B 的 极限 是 异 于 零 的 党 
数 时 ,就 说 a 与 8 是 同 阶 无 穷 小 ， 当 a/B 的 极限 是 co 时 ,就 
说 < 是 局 的 低 阶 无 穷 小 、 
前 面 所 举例 题 中 的 {s} 是 把 } 的 高 阶 无 穷 小 ， {o} 是 
{s,} 的 低 阶 无 穷 小 {4} 与 {ur} 是 同 阶 无 穷 小 . 
当然 要 在 lim g 存在 之 下 ， 才 可 以 比较 它们 的 阶 ， 否 则 
无 从 比较 人 钢 如 各 自 趋 于 零 的 变量 aw，B 一 无 法 求 它们 
的 比 的 极限 ; cosin 二 与 8~w 之 比 名 ~sin 六 没有 极限 ， 
这 些 都 使 我 们 无 法 说 a 与 8 谁 高 阶 谁 低 阶 . 
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任何 数 对 于 0 之 比 不 存在 ,所 以 把 0 A 任何 
无 穷 小 都 不 能 和 它 比较 . 


所 .无穷小 的 比较 


凡 当 同时 比较 许多 无 穷 小 时 ,经常 要 取 其 中 一 个 作 标 淮 ， 
称 汐 标准 无穷 小 ; 设 它 是 65, 然后 规定 3 为 五 阶 无 穷 小 。 车 
8 与 全 同 阶 , 便 说 8 是 的 * 阶 无 穷 小 、 了 1 时, 有 是 高 阶 
无 穷 小 : 0<E<1l 时 , 8 是 做 阶 无 穷 小 . . 

定理 1 和 想 车 a 与 B, 8 与 ?都 是 同 阶 无 穷 小 , 那么 < 与 
7 也 是 辐 阶 无 穷 小 . 

【证 】 因为 a 与 8 是 同 阶 无 穷 小 ,所 以 


同 理 lm 多 一 3#0， 
所 以 lim 和 -lim (后: .如 )- 4.Bz#0， 了 了 


定理 2 人 急 车 < 是 尼 的 高 春 无 穷 小 月 的 阶 次 不 低 于 了 
那么 < 是 y 的 高 阶 无 穷 小 、 
[ 例 攻 试 证 >0 时 ,1-eose 是 = 的 一 阶 无 穷 小 ， 


1 sm 1/sinY 
[证 ]】 0 A : 


人 


所 以 1 一 osz 是 = 的 二 阶 无 穷 小 。 
( 例 3 设 内 为 自然 孝 , 试 证 ITE-1- 包 是 = 的 二 
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er 


阶 无 穷 小 . 
【证 】 邻 YI+s 一 1=y, 则 yg 与 o 同时 趋 于 零 , 而 且 
eo= (1+y)"—l, 


因此 
WTF- 名 一 元 [G+ 护 "一 了 
~ [+7 1 


本 
72 一 二 2 一 芋 
y+ 一 -一 7 二 
. m+ Te 2 
左右 两 端 各 求 极限 , 得 
m » 
lim 1+% 1 一 访 m—1 
gw Dn 


本 :+ 


SS.33 等 价 无 穷 小 
定义 2 两 无 穷 小 之 比 的 极限 等 于 工时 称 为 等 价 无 穷 
小 ，a 与 8 等 价 , 记 作 a~B， 
定理 3 无 穷 小 a 与 8 等 价 , 必然 旦 只 和 需 a 一 8 是 a 或 B 
的 高 阶 无 穷 小 ， 
【证 】 lim 万 ~ 工人 必然 且 只 需 
。，。，G 一 及 1， 在 i 
lim < <lim{ -1)=0. 
这 说 明 a 一 8 是 8 的 高 阶 无 穷 小 , 同样 地 证 明 8 一 a 是 a 的 高 


阶 无 穷 小 . 】 
定理 和 假若 两 个 元 穷 小 都 与 第 三 个 无 穷 小 等 价 ， 那 么 


这 两 个 无 穷 小 一 定 等 价 ， 
【证 】 假设 a、 8 都 与 7 等 价 , 那么 
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lim $ ti 由 此 


在 许多 问题 里 ， ee 结果 
发 生 的 误差, 往往 不 会 超过 容许 的 限度 , 就 是 因为 这 误差 是 高 
阶 无 穷 小 ， 例 如 物理 学 成 应 用 科学 中 时 常用 很 小 的 角 = 代替 
它 的 正弦, 就 是 因为 lim 2 和 ~- 工 或 smwwo， 

定理 5 ”任意 阿 无 穷 小 之 比 的 极限 ， 等 于 其 等 位 无 穷 小 
之 比 的 极限 . 


也 就 是 说 , 仿 设 | 
im lim.B 3 
a B 
.a 本 
那么 lim -Srlim 名. : 
二 lim & 与 lim 名 之 中 至 少 有 一 个 存在 ， 设 其 为 
4 人 ft 8 2 & 
。 [#4 me a A 一 ]j a 
im lim ( 2 lm 万 
假若 lim 号- =, 那么 Im 三 ~ a 因而 im -8-=0， 从 而 
lim -和 =o 仍然 得 


lim 2 -lim &. ] 
[ 例 1 当 w->0 时 , 刀 c 与 “是 等 价 无 穷 小 ， 这 因为 
lim 人 锚 少 一 lim ( 宇 2， 1 ) 


在 一 六 w+ COS 由 
， Sin 4 工 
=lim 三 lim =1, 


”DB sz-0 CS 他 
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解 ， 分 子 中 的 2 是 一 阶 无 穷 小 , 4w*, sin*e 都 与 必 同 阶 ， 
是 二 阶 无 穷 小 ， 一 2w3 是 三 阶 无 穷 小 ， 可 以 在 分 子 中 略 去 第 
二 、 第 三 两 项 , 在 分 母 里 略 去 第 二 项 , 再 把 启 e 换 作 它 的 等 价 
无 穷 小 这 样 就 得 到 


9 
lim bp- 二 sinaw 一 203 Er 
w=0 tg w+ dv’ «+0 J 


习题 十 二 
1. 用 z 作 标准 无 寄 小 , 判定 下 列 无 穷 小 的 阶 : 
(1L》 2 十 z5; (2》 wzsia; 
(3) ln(1+%); (4) 472+273 -76; 
(5) VITz— VD-z, (6) VY Em. 

2. 下 边关 于 无 穷 小 的 两 种 叙述 有 无 错误 ? 把 错 的 改正 过 来 : 
《1》 对 于 任意 的 6>0, 总 有 自然 数 信 , 当 %> 依 时, zn <6 
(2) 对 于 任意 的 e>0, 有 无 穷 多 个 zw 满足 |24|<s, 

3. 下 列 两 题 的 解法 有 无 错误 ? 把 错 的 改正 过 来 

2 上 5xz?--3 co 


加 人 


(2) lm 2 (te? 你 一 sec 7) =lim tg?z — limseo?s = 00— 00 =0, 
-> w+ 


第 三 章 小结 


这 一 章 大 体 可 以 分 作 三 部 分 ， 第 一 、 二 两 节 讲 函 元 的 极 
梁 ; 第 三 、 四 节 讲 函数 的 连续 性 ; 第 五 节 讲 无 穷 小 的 分 阶 . 其 
实 第 五 节 是 极限 理论 的 余波 ,因为 以 后 有 用 , 附 在 这 里 介绍 它 
一 下 , 不 是 本 章 的 主要 内 容 . 

函数 的 极限 理论 ， 几乎 与 数列 的 极限 理论 完全 平行 。 有 


十 1 区 爱 时 


了 数列 作 基 础 不 难 理解 函数 极限 的 一 切 理论 ， 尽 管 后 者 略 有 


复杂 之 处 ， 但 没有 大 的 困难 。 s- 定 义 是 本 章 甚至 是 全 书 的 
枢纽 ,没有 它 便 不 能 讨论 函数 的 极限 运算 , 连续 概念 也 无 从 说 
起 , 而 连续 函数 是 微 积分 研究 的 主要 对 象 . 因此 ， 在 第 二 节 里 
把 初等 函数 的 极限 统统 讨论 了 一 这. 


求 函数 的 极限 , 是 技巧 问题 ,而 且 是 很 准 的 技巧 ， 讲 了 一 


些 极限 运算 的 定理 , 虽然 可 以 解决 一 些 问题 , 但 实际 上 有 许多 


问题 的 解法 ， 要 超出 这 些 定理 之 外 , 从 8 2.4 与 $2.5 记 讲 的 . 


两 个 极限 的 证 法 , 可 部 其 一 得 .关于 这 类 问题 限于 篇 贝 , 不 能 
多 写 , 有 兴趣 的 话 可 以 另 阅 讲 得 详细 的 微 积 分 书籍 , 例如 菲 圭 
金 哥 尔 芯 著 的 < 微 积 分 教程 ?. 8 2.4 与 83 中 机 个 极限 较为 重 
要 , 后 面 有 不 少 理论 靠 它们 解决 . 


为 了 讨论 函数 的 连续 性 ， 必须 先知 道 画 数 的 极限， 为 了 机 


于 理解 函数 的 极限 , 就 得 从 数列 的 极限 说 起 , 这 就 是 这 两 章 里 
一 脉 相 承 的 连锁 关系 . 当然 极限 理论 还 要 通 到 本 书 的 最 后. 
希望 读者 从 现在 起 注意 这 条 线索 ， 

连续 函数 的 性 质 , 应 该 算是 重要 部 分 , 但 是 其 中 的 理 轮 生 
根 于 实数 的 连续 性 . 本 书 既然 没有 讲 实数 的 一 般 理论 ， 只 好 
从 直观 上 去 理解 . 其 实 从 实用 的 角度 来 看 , 能 这 样 接受 下 来 ， 
也 可 以 懂得 后 边 的 多 数 问题 。 


一 235 一 


导数 及 微分 


要 认识 一 个 函数 ,就 是 要 认识 它 的 变化 规律 : 什么 时 候 上 
天 ,什么 时 候 下 降 , 什么 时 候 由 升 而 降 , 或 由 降 而 升 ;上 升 的 销 
况 可 能 越 来 越 快 ,也 可 能 逐渐 减弱 。 要 认识 这 些 变 化 , 必须 知 
道 函 数值 的 变化 速度 ， 以 及 这 变化 速度 的 变化 铺 况 ， 是 
类 问题 的 工具 是 函数 的 导数 ， 

知道 了 函数 在 各 点 上 的 变化 趋势 ， 就 可 以 在 一 点 逢 


计 函 数 的 微小 改变 量 . 这 微小 的 改变 量 就 是 微分 ， 导 数 


与 微分 是 微分 法 的 中 心 内 容 ， 本 章 就 一 元 应 数 讨论 这 些 间 
题 . 


第 一 节 变 率 与 导数 
-函数 一 般 都 是 变量 , 变量 的 变化 有 快 惕 的 不 同 , 即 变化 的 


速度 有 大 有 小 ， 变 化 的 速 庆 叫 做 变 率 . 微分 学 有 很 大 一 部 分 


内 容 是 研究 变 率 的 . 


大 家 知道 ， 在 运动 现象 中 ， 距离 是 时 他 的 函数 . 下 离 的 


变 率 即 是 遂 沼 所谓 思 度 。 速度 不 变 的 运动 是 等 速 运 动 , 等 速 
运动 的 速度 永远 等 于 所 行距 离 对 于 所 经 时 间 之 比 ， 这 比值 与 
时 刻 的 先后 无 关 ， 与 距离 的 长 短 无 关 (内 需 距离 与 时 间 相 对 
应 )， 


变速 运动 的 速度 时 时 刻 劾 在 改变 ， 这 种 速 度 的 意义 和 计 


算 方法 是 促使 微分 法 产生 的 一 个 原因 . 
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”十 中 只 


1.1 直线 运动 的 速度 


第 二 章 一 开始 讨论 过 自由 落体 的 瞬时 速度 .不 过 那 时 是 
用 数列 的 极限 处 理 这 问题 的 , 但 数列 的 极限 有 片面 性 ， 现在 
依照 那里 的 原则 用 函数 的 极限 把 问题 重新 讨论 一 下 . .为 了 从 
头 理解 这 个 问题 , 暂时 例 定 还 没有 瞬时 速度 的 概念 . 

我 们 坐 在 进行 着 的 汽车 里 , 会 感觉 到 汽车 先后 快慢 不 同 ， 
可 是 速度 又 不 是 一 下 一 下 跳 牙 着 改变 的 ， 于 是 便 意 识 到 速度 
对 时 刻 刻 在 改变 。 对 于 这 样 的 问题 , 科学 家 的 任务 就 是 怎样 
按照 自然 规律 ， 用 数学 方法 把 某 个 时 刻 上 的 快慢 程度 描写 出 
来 . 这 就 是 用 数学 解决 实际 问题 . 

假设 汽车 在 时 刻 志 以 前 走 了 公里 ， 在 妇 以 后 尼 小 时 
内 又 走 4 公里 , 即 令 i 取 增 量 水 , 因而 所 行路 程 s 取得 对 应 
的 增 量 48、 车 用 时 间 必 内 的 平均 速度 和 3/ 相 作为 时 刻 碳 上 
的 瞬时 速度 ， 可 能 差 得 很 多 .但 是 若 将 作 缩 得 很 短 , 比如 


入 ==-5665 小 时 , 即 是 只 有 一 秒 钟 的 时 间 , 虽然 汽车 在 志 的 丰 
正 快 但 席 不 是 才 可 是 一 各 之 内 总 村 的 偶 不 会 有 乡 大 的 
改变 , 那么 用 -经 代替 所 求 的 速度 , 未 尝 不 可 . 


汽车 的 运行 通常 用 小 时 作 时 间 单 位 , 公里 作 虐 亢 单 位 , 的 
确 一 秒 钟 是 很 短暂 的 一 段 时 间 。 若是 讨论 自由 落体 问题 , 通 
党 用 各 作 时 间 单 位, 公 尺 作 距离 单位 , 若 还 用 入 ~ a 


-天 人 代 苦 我 们 所 求 的 数 的 话 ， 那 就 未 免 太 粗糙 了 ， 取消 -~ a 


地下 放生 弛 用 因此 我 们 应 该 用 4-0 研究 了 时 对 的 
问题. z 
-以 上 的 讨论 中 , 若 把 . 肖 取 为 负数 , 即 是 在 所 以 前 一 小 自 
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时 间 里 求 儿 , 显然 也 可 以 。 我 们 知道 ,| 4#| 越 小 ，- 争 - 越 接 
近 于 我 们 所 希望 的 数 。 候 车 真有 其 数 为 ws, 那么 必然 


随 着 人 ->0 而 趋 于 0， 也 就 是 说 , o4 应 该 是 Him -多 、 下 面 用 
定义 明确 规定 瞬时 速度 的 意义 ， 

定义 1 二 和 上 的 验 时 连 度 是 指 妇 与 
刁 十 清 之 间 的 平均 速度 名 ， 当 化 >0 时 的 极限 (假若 它 存在 
的 话 ) 

虽然 只 是 求 二 一 点 上 的 速度 , 可 是 必须 先知 道 五 前 后 一 


小 盘 时 间 内 的 一 切 * 的 值 . 人 
人 

s=f (t) (1.1) 
才能 解决 这 问题 。 届 了) 叫做 物体 的 运动 方程 。 去 掉 友 和 位 
的 脚 码 , 把 定义 1 的 内 容 写 出 来 ,就 是 


lim 中 -lim ft) -f(D 
2= lim 大 lim pr 


“【[ 例 】 已 知 自 由 落体 的 运动 方程 为 
1. 
s 一 豆 pr 


其 中 2 为 降落 开始 后 5 秒 钟 内 下 降 的 距离 , g 是 重力 加 速度 ， 
求 其 在 降落 开始 后 第 1 抄 之 来 的 瞬时 速度 ， 
“ 解 ， 开始 降落 后 到 第 页 秒 之 末 的 下 降 距 离 为 


s= 王 ga (1.2) 


令 石 取 增 量 三 , 那么 在 二 十 华 时 ,物体 下 降 到 
抽 十 如 一 闻 g 仙 十 人)3 (1.8) 
电 民 .3) 减 过 .2)》， 得 
各 一 二 gC24 二 人 入 ， 
求 如 对 于 尼 之 比 


ls 
全 = 地 g《24 十 人 奴 ). 


令 清 趋 于 零 而 求 极限 , 那 人 志 上 的 瞬时 速度 


A 
Y= lm 于 部 于 yg(9t+ AM) gh. (1.4) 


可 见 自 由 落体 的 速度 随时 间 而 变化 , 与 降落 时 间 成 正比 . 
在 (1. 生 中 令 而 =2， 那么 得 第 2 秒 之 末 的 瞬时 速度 2g， 
这 就 是 第 二 章 81.1 例 2 所 讨论 的 结果 . 


I. 乙 非 均匀 杆 的 密度 


物理 学 里 的 杆 要 寞 断面 很 小 ， 而 且 处 处 的 横断 面 面 积 一 
样 大 ， 如 果 从 杆 上 任意 取 一 样 长 的 两 段 , 它们 的 质量 总 相等 ， 
便 说 它 是 均匀 杆 ， 均匀 杆 上 任何 一 段 的 质量 与 长 度 之 比 必 是 
常数 &% 如 果 横 断面 面积 是 并 的 话 ，C 就 是 单位 体积 内 的 质 
量 ,叫做 这 均匀 村 的 密度 . 

如 果 杜 的 物质 分 布 不 均 勾 ， 村 上 一 样 长 的 两 自 便 米 必 质 


晤 相同 .一 段 的 质量 与 这 段 的 长 度 之 比 将 因 这 段 的 位 置 而 不 


同 ， 这 比值 就 叫做 这 一 段 (仍然 认为 杆 的 横断 村 的 面 积 是 也 
的 平均 密度 . 

现在 要 说 明 杆 上 某 一 点 附近 的 物质 有 多 窗 ， 情况 与 4 §1.1 
讲 的 退 时 速度 一 样 , 需要 先知 道 李 的 质量 如 何 因 杆 长 而 变化 . 
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下 Fd = 
ee 
乡 z 多 十 dr 


图 41 


由 杆 的 一 端 0( 图 4 二) 量 杆 的 长 , 设 0P=w， 那么 OP 的 质量 
m 是 OP 的 函数 : 
m=p(e). 

令 z 取 增 量 dr, 设 OP'=g 二 4dr， 那么 m 的 对 应 增 量 为 

dm— p(wtAr) 一 Yo) 
了 的 平均 密度 为 

Mm 2 二 40) 一 Po) 

dr Paks 
用 这 比值 作为 点 附近 物质 和 分布 的 密度 国 然 未 必 恰 当 ， 但 是 
可 以 肯定 地 说 ,dx 越 小 这 比值 就 越 近 于 理想 . 

定义 2 非 均 名 杆 上 (z，2 十 如 ) 一 段 上 的 平均 密度 ， 当 

4z 趋 于 零 时 的 极限 (如 果 存 在 ), 叫做 这 枉 在 z2 点 的 密度 , 即 是 


4m _ lim Pet ho) ps). 


d= lim 
A 化 二- 


以 上 的 讨论 里 ， 4 是 定点 ， 但 是 没有 用 定点 的 记号 标记 
它 。 因为 在 这 极限 过 程 里 ,hw 是 变数 , 所 以 这 样 写 4 无 得 于 
事 . 其 实 这 样 写 法 还 有 好 处 ,比如 在 前 一 例题 里 , 不 用 雪 而 
径直 用 t+ 表示 指定 的 时 刻 ,那么 最 后 的 速度 等 于 gt. 这 里 # 可 
以 代表 降落 中 的 任何 时 刻 ， 而 ”一 多 就 是 自由 落体 的 速度 公 
式 , 可 以 宸 示 一 切 可 能 时 刻 上 的 速度 , 用途 反 而 更 广泛 ， 
-凡是 变量 ， 必 有 变化 . 一 个 变量 炭 另 一 个 变量 变化 的 快 
慢 程 度 , 就 是 变 率 . 变 率 的 具体 事例 多 得 不 胜 枚 举 , 不 能 一 一 
讨论 . 处 理 这 种 问题 的 科学 办 法 是 把 它们 抽象 了 ， 用 函数 关 
系统 一 起 来 讨论 , 
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1.3 一 次 函数 的 变 率 

关于 变量 的 变 率 , 需要 有 共同 的 定义 和 统一 的 算法 , 这 就 
是 产生 微分 学 的 一 个 原因 . 前 面 讨论 的 两 个 问题 ， 从 数学 上 
来 看 , 问题 的 提 法 和 解决 的 途径 都 是 一 样 的 方式 , 撤 开 这 两 个 
问题 的 物理 意义 , 都 是 用 自 变 数 的 增 量 去 除 函 数 的 对 应 增 量 ， 
然后 求 这 商 在 让 变数 的 增 量 趋 于 零 时 的 极限 ， 这 极限 就 是 函 
数 的 变 率 . 

下 面 仍 然 首 先 讨论 均匀 变化 的 函数 ， 


假设 
y=/f (0) .8) 
的 变 率 是 常数 a, 在 2%=wmi 时, yy， 在 这 函数 的 定义 域 里 ， 
不 论 在 哪 一 点 ， 也 不 论 2 的 增 景 Az 多 大 ，Y 的 增 量 by 与 
的 比 一 定 等 于 4, 即 


dy 
i {1.08) 


若 令 g@ 一 Ci 十 如 ,8Y 一 纺 廿 必 ,， 风 仁 .0) 变 为 


经 过 化 简 , 令 t1 一 qv1 一 8, 得 
y~—awtb, (1.7) 
可 见 以 . 辐 是 一 次 函数 ,而 且 其 中 的 系数 就 是 阔 数 的 变 率 ， 
反 过 来 说 ,在 性 .7) 中 令 必 取 增 量 Lv, 得 
y+dy=alvt hn) +8. . 
从 这 等 式 的 左右 端 分 别 碱 去 (L.7) 的 左右 端 ,得 
=ale. 
这 就 是 (1.6)， 所 以 一 次 函数 的 变 率 是 常数 ， 而 且 这 常数 就 
研 z 的 系数 . 
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从 以 上 两 方面 的 证 明 可 归纳 为 一 条 定理 : 
函数 均匀 变化 必然 且 只 需 它 是 一 次 函数 ， 而 县 变 率 等 于 
由 变数 的 系数 . 


1.4 导数 


一 般 函 数 的 变化 , 不 仅 有 快 有 慢 , 而 且 有 增 有 减 ， 这 一 切 
现象 都 会 从 变 率 表现 出 来 . 
假设 
y=—f(m), wE La, 61. 
wo 是 [a,5]. 上 一 点 ,让 它 取 一 个 增 量 dr, 要 求 wo 十 dpE [a, 251, 
这 时 天 数 对 应 于 4 的 增 量 是 
dy =—f (wo dr) —f (wo), 
f(@) 在 wo 与 mo 十 Lz 之 闻 的 平均 变 率 是 
My __ fmt dre) —F (0) 
Ar Le 


令 d 如 0 而 求 借 的 极限 , 这 极限 就 是 fw) 在 m 点 的 变 率 . 


函数 的 变 率 在 数学 里 另 有 专 名 , 即 是 
定义 3 车 如 是 2 在 oo 时 的 增 量 , dy 是 了 (2) 的 对 应 增 


量 ， 如 果 lim -42 存在 , 就 说 这 极限 是 了 (o) 对 于 在 wo 时 的 
导数 , 焉 微 商 。 : 

Tim 牧 叫 做 大 导数 ，lim -人 叫 做 右 导数 。 两 者 合 称 
为 单 仙 导 数 . 在 区 间 [o, 纪 的 左 端 4 只 能 有 右 导数 , 右 端 5 只 
能 有 左 导数 ， 用 导数 的 意义 来 叙述 定义 及 定义 2, 则 是 ， 


直线 运动 的 瞬时 速度 是 距离 对 于 时 间 的 导数 . 
非 均匀 杆 的 密度 是 酝 的 质量 对 于 村 长 的 导数 


一 242 一 


fo) 在 m 点 有 导数 ， 便 说 让 wo) 在 mo 点 可 性 .7(e) 在 开 
区 间 {g, 5) 内 处 处 有 导数 , 便 说 fF2) 在 (a, 四 内 可 导 . 当 卫 (2) 
在 (4, 下 内 可 导 时 ， 导 数 又 是 4, 8) 上 的 函数 , 所 以 又 可 以 叫 
做 导 辣 数 . $1.3 之 末 关 于 一 次 函数 的 定理 , 现在 可 正式 叙述 
为 : 

定理 1 函数 的 导数 是 常数 , 必然 且 只 需 它 是 一 次 函数 ， 
而 县 这 和 导数 等 于 函数 中 由 变量 的 系数 . 

关于 y= 了 (tw) 的 导数 有 以 下 各 种 符号 ， 可 以 芯 酌 方便 采 
用 : 


Wd 0) ype) Df). 


车 专 取 w=wmo 时 的 导数 ,就 写作 
d: a af 
有 | 一 fo 站 | 
一 久 [so = (zo) ws Fo) - 中 
初学 者 求 y 一 f (2) 在 某 点 mm 的 导数 时 , 应 按 以 下 步骤 进 
第 一 步 ， 求 函数 在 c=-eo 时 的 值 jp 一 了 (eo); 
第 二 步 ， 给 “一 个 增 量 如 , 并 且 求 函数 在 "一 zo 十 如 时 
的 值 m 十 4 一 (co 十 录 ); 
第 三 步 ， 由 前 两 步 的 结果 相 减 求 出 4y， 然后 求 4 
第 四 步 ， 求 -经 当 如 ->0 时 的 极限 . 
a 就 把 以 上 各 步 中 的 oo 一概 换 
作 %w. 
【 例 1 设 % 是 正 整 数 (>2), 求 画 数 
y= | (1..8) 
在 w=a 时 的 导数 


解 ， 当 zw=x 时 , 函数 之 值 是 
go 一 0 
当 吧 一 4 十 如 时, 函数 之 值 是 
yot dy= (a Am)" 
gtnaridz4 ml) "DD QAdv) ?+ 


十 (do 
由 这 等 式 减 前 一 等 式 , 得 
My =nar do + Tan Ido)?+ .+ de)", 
所 以 
多 一 ma 十 2 a CA) 1, 
令 妈 -30 求 极限 ,得 
y | sa-4 — Nl, 
如 果 不 特 别 指定 2=a, 而 让 2 是 任意 实数 , 显然 
y 一 po 
这 导数 的 公式 好 象 把 (1.8) 右 端 的 方 指数 nn 移 到 方 容 的 前 面 
当 作 系数 ,而 把 函数 降低 一 次 造成 的 .我们 可 以 这 样 记 这 公 
式 ， 而 且 不 久 还 会 知道 不 论 方 指数 是 什么 实数 ， 导 数 公式 都 


符合 这 个 规律 .例如 = 喜 时 ,y= V5 (o>0). 
NW Vt VT 
yy _1 
那么 A we 十 ww 
只 要 w>0, 就 可 以 求 极限 


才 
ann DV Du 


ee-0 时 , Ny~V 5， 伯 一 六-，lim 仇 不 存在 这 
说 明 z 在 原点 没有 导数 ， 画 数 在 一 点 没有 导数 时 ， 就 说 它 
在 这 点 不 可 导 . 

特别 地 , 省 mm 一 工时 , 函数 是 2 本身 : y 一 x， 导数 为 一 1 
这 就 是 说 : 任何 变数 对 于 自己 的 导数 等 于 1. 

至 =1 或 中 一 | 


[ 例 2】 试 证 常数 的 导数 等 于 零 . 
[证 】 设 y=f (2) 一 0, O 是 常数 . 令 z 任 意 取 增 量 如 ， 
那么 了 (e+4z) 仍 等 于 ,所 以 y=0. 从 而 刍 =0, 一 0， 
【 例 3】 求 下 列 函 数 在 原点 的 导数 : 
oe 
Le ep EN 
0, v=0. 
解 。 为 了 简便 起 见 , 可 以 用 we( 吕 0) 本 身 作为 它 在 原点 
的 增 基 , 于 是 函数 的 增 量 是 Ce 
f@) —f (0) sin LO0mosinT, 


了 本 一 0 rain y 
他 wm" > 


当 z->0 时 , 右 端 第 二 个 因 式 sin 二 是 有 界 最, 所 以 
了 (DO ~0. 
[ 例 纪 试 证 (ein 四 ' 一 cosm 
《cos Z) "一 —tn se. 
[证 】 令 y-sing, 则 y+ 如 ~sin(z 十 如), 由 此 
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dy=sin (oz 十 如) 一 sn 一 2cos (z+ 守 ) gin 人 


令 4 如一 0 求 极限 , 得 
信 一 0080. 


令 y 一 008w 则 gy 十 4 一 cos (c++ 如 )， 册 此 


一 cog(z 二 dp) ~ e092= —2 sin c+ 他) sin 字 ， 


令 如 -0 求 极限 , 得 


久 一 一 Sin 5. 
【 例 辕 ” 试 证 (log 一 -ge (> 
【证 ] 令 y=logsz, 则 9 十 和 =l0go 十 dz) 由 此 
My = 1l0go (w+ 4) 一 10goz 一 jogo (i+ 和 名), 


| 入 -二 elt 名)-4re(i+ 和 > 


令 dz30 求 极限 , 得 


，_1 
y= ee 


当 a~e 时 , Y 一 到， 
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八 


因为 自然 对 数 的 导数 公式 简单 , 所 以 在 高 等 数学 里 , 经 党 
运用 自然 对 数 ， 


1.S 导数 的 几何 意义 
假设 函数 
9 一 Cr) 
的 图 象 是 曲线 0( 图 和 42),，M(w, y), No+ 生 ， y 十 4) 是 徊 
线 上 的 两 点 ， 若 MQ 垂直 
BN 于 Q@， 那么 MQ@=4r 
QN 一 hy 而 


sy _ 
忽 ~ 志 LOUN 


是 割 线 MTN 的 斜率 、 当 4 
-x0 时， 六 沿 着 吕 赵 于 至 ， 
基线 MN 便 绕 着 开 点 旋 国 

转 , 它 的 极限 位 置 MT 叫做 曲线 在 对 点 的 切线 ， 这 时 如 时 


函数 的 导数 存在 , 那么 物 一 了 (2), 而 始 <QaMN 以 MT 的 


斜率 好 a 为 极限 。 所 以 
f(tp a. . 

定理 2 函数 y~f(%) 在 "点 的 导数 了 (2%) 等 于 函 数 图 
象 在 点 (w, 有 (2)) 的 切线 的 斜率 . 

从 图 形 的 直观 可 看 唱 来 : 了 *(e) >0 时 , 函数 上 升 ;了 (@) <0 
时 , 函数 下 降 . . 

附注 1 当初 莱 布 尼 兹 就 是 因为 研究 曲线 的 切线 和 切线 
的 画 法 而 发 现 了 导数 的 概念 ， 同 时 牛顿 因为 研究 运动 的 速度 
而 得 到 了 同一 个 理论 . 

附注 2 平面 几何 里 圆 的 切线 的 定义 是 和 圆 仅 有 一 个 公 
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yy 


rp “~ — -~ ~ rb 


共 点 的 直线 、 这 定义 不 能 用 于 一 般 曲 线 . 例如 4%“ 轴 与 y 轴 都 
与 抛物 线 y 一 人 “只 有 一 个 公共 点 ， 而 y 轴 不 是 切线 。 又 如 图 
4-3 里 直线 MA 与 曲线 C 不 止 有 一 个 公共 点 , 然而 却 不 能 说 
对 不 是 切线 .所 以 切线 的 定义 必须 另行 规定 : 割 线 绕 其 与 
曲线 交点 之 一 旋转 , 当 另 一 交点 与 这 交点 重合 时 , 割 线 的 极 服 
位 置 叫 做 切线 ， 重 合成 一 点 的 交点 叫 艇 汇 点 ， 


图 4 ” 攀 44 


凡 涉 及 切线 的 问题 , 都 可 以 用 导数 解释 ， 下 面 介绍 几 个 
常用 的 名 词 ， 曲 线 0( 图 4 沁 在 某 点 训 的 方向 即 是 包 0 
于 机 的 切线 的 方向 (方向 随 着 好 的 位 置 改变 ); 导数 是 切线 
的 斜率 ， 所 以 又 时 常 说 导数 是 曲线 的 疼 率 ( 随 着 姑 的 位 置 改 
变 ); 两 曲线 的 交角 即 是 切 两 曲线 于 交点 的 两 切线 的 交角 ; 通 
过 切 点 而 垂直 于 切线 的 直线 叫做 曲线 在 这 点 的 法 线 ， 

如 果 性 点 的 坐标 是 (zo, 了 (zo)), 那么 切线 的 方程 是 

yf 80) 一 产 (2Zo) (一 oo) 。 
当 产 (zo) 关 0 时 ,法 线 的 方程 是 
y—f 00) 一 -Fy (gw— To0), 
当天 (wo) ==0 时 , 法 线 平 行 于 y 轴 , 方程 是 2 一 mo. 
“” 【人 鲍 】 采 扫 物 线 y=ax 在 (ze，Yyo) 点 的 切线 及 法 线 方 
竹 , 并 作 图 . 
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解 : 由 所 给 函数 在 (co, yo) 求 导数 区 
. V' |s=%, = 290%0. 
所 以 切线 方程 是 
| Y 一 加 一 2aco(c 一 2o)。 
将 加 一 5 如 代入 上 式 再 化 简 ， 
便 得 到 
于 十 加 ) om. 
ia 
YY 元 Be mo), 
切线 的 斜率 为 


/$). 


为 了 首 切 线 MMTP, 可 以 按 mn pe 4 点 (图 和 号 的 左 而 或 


, 连 ToM 便 是 切线 过 好 作 


右面 取 一 点 To 使 4mu= | 全 
MT 的 各 线 MN 便 是 法 线 


和. 人 导数 与 连续 
应 数 y 一 f(z) 在 % 点 的 导数 存在 , 即 是 
Him YY lim fot da) ~ fe) {1.9) 


sea0 dp ji 
存在 . 从 这 关系 很 容易 证 明 下 列 定 更 
定理 3 假如 本 数 y 一 了 (0) 在 菜 点 的 导数 存在 那么 它 一 
定 在 这 点 连续 . 
【证 】 要 设 


-一 人 49 一 


lim 4 一 产 (c) #0, 


dz20 dr 


如 果 扬 (w) 关 0， 那 么 必 与 如 是 同 阶 的 无 穷 小 ， 如 果 f'(w) 
= 那么 少 是 如 的 高 阶 无 穷 小 。 两 种 情形 都 归结 为 
lim [f (w+ hm) —f (0)] = 


所 以 /四 在 点 连续 . 1 
从 这 定理 可 以 推 知 , 函数 在 它 的 间断 点 上 不 能 有 导数 但 
是 也 不 要 以 为 连续 函数 必 有 导数 ， 其 实 极 限 (.9) 存在 , 第 一 
要 左右 极限 都 存在 ; 第 二 要 左右 极限 相等 ， 然 而 ， ee 
一 点 连续 , 这 两 个 条 件 很 可 能 并 不 全 备 ， 试看 
{ 例 1】 我 们 知道 函数 
| 
pd 二 有 二 ， v0; 
| 0， 作 一 0 : 
连续 ， 但 是 它 在 原点 的 增 量 (直接 用 y 表示 ) 与 自 变 量 "的 增 
量 (直接 记 作 中 ) 之 比 为 


它 的 左右 极限 都 不 存在 , 所 以 f(s) 在 原点 没有 导数 ， 
【 例 2] 若 将 例 工 的 函数 略 加 更 改 


yf (8) = | 
vw， 必 之 0. 


显然 函数 在 原点 仍然 连续 , 但 是 左 导数 不 存在 , 虽然 右 导数 存 
在 (等 于 1), 在 原点 还 是 没有 导数 . 

【人 鲍 引 函数 % 一 jz| 在 原点 的 左右 导数 分 别 等 于 - 1 及 
1, 所 以 也 没有 导数 . 

从 几何 上 说 ,导数 决定 曲线 的 方向 . 合 工 的 曲线 (图 4.6) 
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oain 二 ， vs<0; 


a 


国 4 图 7 


在 原点 没有 确定 的 方向, 在 曲线 上 任 取 一 点 Pl yo)， 则 当 
oo 趋 于 零 时 ， 制 线 ON 在 两 直线 
g- 士 之 间 来 回 播 摆 ， 永 不 停止 . 
例 3 的 曲线 (图 4-8) 在 原点 形成 一 
个 角 尖 , 不 能 有 确定 的 切线 . 例 2 的 
曲线 (图 47) 从 例 1 及 例 3 就 能 看 

清楚 . : 


以 上 三 个 例题 都 说 明 ， 本 数 在 人 
一 点 连续 , 未 必 在 这 点 有 导数 , 从 而 未 必 有 确定 的 切线 . 但 是 
反 过 来 说 , 导数 不 存在 , 也 未 必 没 有 切线 . ， 

【 例 4 Ce) -se， 试看 它 在 原点 的 导数 如 何 ， 


A 一 天 (0) 二 dr 
了 re 


当 4o->0 时 ， 各 co, 所 以 导数 不 存在 。 然 而 函数 的 图 象 
(图 4-9) 是 立方 抛物 线 ， 它 在 原点 不 但 连续 而 且 有 确定 的 切 
线 ， 切线 是 有 办 ， 
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re pe ee ee 


OO 


图 4 和 9 图 4-10 


[ 例 5 设 % 一 Fe)= 尽 之 在 原点 上 
yy 1 

Mr “J 
于 是 左 导数 为 一 co, 右 导数 为 十 oo， 导数 不 存在 ， 然 而 曲线 
在 原点 连续 ， 图 象 (图 4 10) 是 半 立 方 热 物 线 ，9 轴 是 它 的 切 
线 . 

”附注 例 4 和 例 5 的 情形 本 应 该 说 函数 在 原点 没有 导 
数 , 但 是 有 时 为 了 和 几何 事实 相符 ， 也 可 约定 称 之 为 “无 穷 大 
导数 ”, 


习题 一 


1. 从 直线 运动 方程 8 二 2 一 上 十 1, 求 f 二 1, t=0.1 时 的 平均 这 度 ， a 

2. 求 立 方 抛物 线 # 一 妇 在 点 从 ,8) 的 切线 的 斜率 . 

3， 有 一 .个 质量 分 布 不 均匀 的 细 杆 4B, 长 30 厘米 , 4 到 有 段 的 质量 与 从 
4 到 政 点 的 距离 平方 成 正比 ， 已 知 4 =2 厦 米 时 ，42 的 质量 
是 8 克 . 试 求 : 

(1) 4 三 一 3 厘米 一 中 上 的 平均 密度 ; 
(2) 全 杆 的 平均 密度 ; 

《3) 4 点 的 线 密 度 ; 

(4) 任意 点 书 Ee 

季 ， 试 证 : 

(1) Af 2) i992) = A +7); 


10. 


(2) Af 2) or) = rt Ads) -AFC2) HF dg {2), 


. 技 导 数 定义 求 下 列 函 数 的 导数 : 


GD y= (0) y=Y .| 


， 按 下 列 指定 的 条 件 求 导数 的 值 : 


t+ pe 5 :tl 
(D 7 的 = 区 及 上 来 万 (一 了 ,万 的 ,六 (二 让 


(2) 9 一 ano" 廿 an -179 十 十 Qt 上 Go 求 史 (0 ,YD). 


. 求 y=6inz 在 zx 一 也 时 的 导数 值 ， 并 求 曲线 的 相应 点 上 的 切线 与 


， 利 用 基本 导数 公式 (zz"》 一 no 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) y=2 (3) y=2 3 
(3) y= YE, (4) y= 二 ; 
pe 二 1 
(DD y= Vs, (6) y VF 
如果 下 (z) 是 俩 函数 ,而 且 产 (0) 存 在 , 试 证 了 (0) 一 0， 
试 证 孙 数 


1 
71-| 
0, z=0 


在 +0 时 连续 ,但 是 了 (0) 不 存在 . 


第 二 节 导数 的 运算 
求 导 数 的 计算 叫做 微分 法 ，8$+.4 讲 了 用 个 基本 初等 函 


数 的 导数 , 都 是 按 导 数 的 定义 及 那里 所 说 的 步 又 求 得 的 。 如 
果 每 过 到 一 个 函数 就 按 那 方法 算 一 次 , 一 般 来 说 ,非常 麻烦 . 
因此 在 求 大 量 函 数 的 导数 时 , 有 必要 找 一 种 化 繁 为 简 的 方法 . 
当初 莱 布 尼 兹 为 了 解决 这 个 问题 , 费 了 很 大 的 精力 , 按照 通常 
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re 


函数 的 结构 , 导出 了 一 套 被 分 法 则 , 1684 年 发 表 在 Acta Eru- 
_ditorium 上 .这 套 法 则 十 分 完备 ， 任 何 初等 肖 数 ， 都 能 用 它 
来 求 导数 , 其 间 不 必 具 体 施 行 极限 运算 , 只 需 进行 一 些 机 械 的 
工作 ， 下面 我 们 就 按 这 原则 , 展开 微分 算法 . 

导数 是 一 种 特定 格式 的 极限 . 前 章 所 讲 的 极限 理论 , 都 
要 在 这 里 发 挥 作用 , 同时 又 可 以 加 深 我 们 对 于 极限 的 认识 . 

本 节 用 的 wo， ww 都 代表 2 的 连续 函数 且 可 导 。 为 了 方 
侯 , 再 把 $1.4 俩 2 的 结论 列 为 定理 , 写 在 这 里 , 

定理 1 常数 的 导数 等 于 零 . 

O'=m), 


全 .1 函数 之 和 的 导数 


定理 2 两 函数 的 代数 和 的 导数 等 于 各 函数 的 导数 的 同 
样 代数 和 . 
(人士 人 "一 记 士 史 。 
【证 】 假设 
Y=u 土 », (2.1) 
令 自 变量 w 取 增 量 dd, 则 以 4 各 有 对 应 的 增 量 如，4v， 从 而 
取得 相应 增 量 的 新 g 值 是 . 
y+y= (td) + (w+ dv), (2.2) 
由 《2.2) 减 (2. 了 1), 得 函数 的 增 量 
y= it dy, 
西端 同 除 以 4w, 得 


令 4 如 ->0 而 求 极限 , 得 


用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 
推论 任意 个 函数 的 代数 和 的 导数 ， 等 于 各 函数 的 导 
数 的 同样 代数 和 . - 
《2 十 汪 十 二) 本 十 人 十 二 
【 例 1】 求 simw 十 eos w 的 导数 . 
解 。 (sin 十 cos w)' = 008 vw —sinw, 


【 例 2] 求 y= 一 Mw 的 导数 ， 
解 : yz- 到 


乙 . 乙 ”函数 之 积 的 导数 


定理 8 两 函数 之 积 的 导数 等 于 每 个 函数 厂 另 一 前 数 的 
导数 之 积 的 和 . 


(U0)' = w+ ne 《2.3) 
【证 】 令 
8 一世 0， (2.4) 
那么 当 《 取 增 最 和 如 之 后 ,得 
y 二 Ay = ut Ad) vt hv). (2.5) 


由 (2,5) 减 (2. 纯 再 除 以 4w,， 得 
dy do he 2 
ER i Zi + 


所 + 和 估 
. Vy 
+lim A iim 和 从 
= 十 Oo、 
即 是 y= 十 2 和 
推论 1 常数 与 画 数 之 积 的 导数 等 于 这 常数 与 这 函数 的 
导数 之 积 。 
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(Ou)' = OW. 
【证 】 在 (2.3) 持 令 。=0C, 则 w=0. ]】 
这 推论 就 是 说 , 求 导数 时 可 把 常数 因子 提出 来 , 放 在 微分 
记号 外 面 ， 
定理 3 可 以 一 步 步 地 推广 至 任何 并 个 函数 之 积 ， 例 如 
y 一 yw 轩 ， 
Y= V0)! = (U0 0 二 《2070 
一 M02 十 【20 十 和信) 20 
mW i 
用 数学 归纳 法 可 以 证 明 ， 
推论 -2 . 个 芒 数 之 积 的 导数 , 是 ”个 乘积 之 和 ， 其 中 每 
个 乘积 是 将 原来 m 个 函数 之 一 换 为 它 的 导数 而 构成 的 . 
(eat a hn + an 
假如 多 一 W2=… 一 如， 这 公式 就 变 为 
(8 一 2 (2.6) 
这 是 (2)' 一 me! 的 推广 ,因为 4 时 , WW 一 1 
{ 例 划 求 一 ao 巡 十 bo tr 十 cr-iz 十 bn 的 导数 ， 
解 ， 久 一 (60 十 Ca 十 十 加- 十 加) 
(G00) 十 (0483)! 十 十 (drip) 十 
一 名 Coco 1 十 (RR 一 0 十:… 十 Gn_1s 
【 例 21 求 y=sin wcosw 的 导数 . 
解 : y= (sin % eo0s w)' 
一 Sin pf(eos 2) + cos w (sin Bo) 
ua 一 Sia2 0 十 cos3 必 一 608 20. 
【[ 例 8】 求 y 一 (2 二 了 (5 一 1)(w 一 2 的 导数 。 
解 一 ， 根 据 函 数 之 积 的 导数 公式 


-一 人 56 一 


ytD) oD) (D+ ot) -1)'(e—2) 
十 (ws 十 1]) {wl1) (2 一 2)7 
=1:(w—1) (eg—2) 二 (w+1) :1. (vw—2) 
+ (w+1) (mw—1).1 
(e230+2) + (Ps—2) + (we —1) 
— 30 — 4wm—1. 
解 二 ， 将 函数 变 为 多 项 式 
Y= 一 2 一 2 十 2， 
久 一 (09 一 202 一 0 十 3) 一 8302 一 4 一 人 
【 例 和 求 y= (w 一 3)?(g 一 1)3 的 导数 . | 
解 ，y' 一 (2 一 3)3[(w 一 1)?]' 十 (wv 一 (0 一 3)3]* 
= (wg—83)2(2— 1) (8 1) 

+ (2—1).2(w—3) (w—8)" 
=2{w—3)°(2—1)+2(0—3) (s—1)» 
~—2(%—8) (vw—D) {2—3)+(v—1)] 
~4(5-3)e— Ded), 

【 例 5] 求 y=e*1l0gszz 的 导数 . 
解 . y' 一 2 Wie 十 Ge 10go2 


em Oe "). 


全 .3 函数 之 商 的 导数 


定理 和 两 函数 之 商 的 导数 是 一 个 分 式 ， 它 的 分 子 等 于 
ee 分 母 等 
于 原 分 母 的 平方 。 
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的 -en 


[还 】 令 9g 一 于， 则 y+4 杂 = 怪人 由 此 


vv 二 
ee ,4 
Moido vo _ vudy "i “A 
A 如 drtv+Ado)v vwtdo) ? 
令 4 和 0 而 求 极限 ,得 / 
1i li do 
y= er ER -一 50 ] 
oo 十 ]iam 4v) 2“ 


【 例 1】 求 函 数 yy 一 与 一 3 一 并 的 导数 ， 


机 
a 


Vy 


~- 二 3C+30) -3(2-30) 12 
(2 十 3o) Gia 


【 例 2] 求 霹 2 与 ctgz 的 导数 . 
解 ，( 志 2)'~ (SS) -ein sin olo08w)! 


: com+sintw 4 


Cos O06 0 9 
/1 cosg _ sinw(o0sw)’— eoswt 
(tgo)' ~ (Bs) ~ 区 
— gin?w— eos —1 
i 
如 果 (2.7) 中 的 分 子 % 是 常数 品 ， 公式 就 变 为 
(WJ 


a Sa EN 


如 果 分 母 。 是 常数 0， 就 把 十 看 作 常数 O01, 然后 按 


OW 
《C 10) Ou 可 


求 导数 . 
【 例 3】 求 (seow)' 与 (cso)". 


. 角 (Geo%)' = (1 ) 一 一 2 i 


0082 人 7 


Sinw 
NE 
COS Ww 


《osc oz-( 二 -)- _ (sin 2)” 


人 iT 


一 起 @*860 0。 


一 一 CC 一 一 6 过 2 CS0 0. 
sin?w 


【 例 4] 若 nw 是 正 整 数 , 求 9=u "的 导数 ， 
解 : 根据 公式 (2.8) 


(去 ) -一 
所 以 (wr ")! —n "le | 
这 是 把 (2.6) 推 广 到 ”% 是 负 整 数 的 情形 ， 当然 这 也 包括 
(入) 2 《az 2 — Ne" 
【 例 列 ”在 一 个 容器 里 装 有 一 公升 纯 酒 精 ， 如 果 以 每 秒 
机 公升 的 速度 往 容器 里 注水 ， 宁 洒 本 访 度 的 变化 规 从 
媚 ， 注 水 # 秒 后 , 器 内 混合 液 1+ 布 0 纯 酒 精工 公 
升 , 酒精 浓度 是 
1 -10 
10+t"* 


<- 一 25 号 一 


1 -10(10+)" 10. 
申 此 p00 TE 


eT 降 ， 下 降 的 速度 随 着 时 间 上 按 
OF 变化 . 


之 .4 复合 函数 的 导数 


构成 初等 函数 时 ， 对 于 常数 及 变量 要 施行 四 则 运算 和 函 
数 的 复合 ， 定 理工 至 定理 4 只 能 求 一 切 有 理 函 数 的 导数 ， 没 
有 复合 函数 的 导数 公式 ， 就 使 很 多 函数 的 导数 很 难 计算 . 这 
是 我 们 现在 亟待 解决 的 问题 , 

定理 5 假设 函数 4=g(z) 在 某 点 有 导数 几 =o'(z)， 
又 函数 y 一 oO) 在 对 应 的 点 Y 有 导数 炙 = 户 (w)， 那 么 复合 画 
数 %g=F[y(e)] 在 点 有 导数 ,并 且 

{fig Cw} = [pope), {2.9) 
或 者 简写 为 | 
六 = 下. | (2.10) 

记号 [plz)] 里 ， 拓 有 下 角 注 的 字母 w, 表示 岂 代 表 的 
函数 关系 , 是 (ww) 对 于 4 的 导 《 丁 ) 数 , 而 不 是 对 于 4 的 导数 . 
因为 现在 要 到 p(w) 作为 的 值 ， 所 以 在 户 [ ] 里 要 用 g(x) 代 
巷 v。 

【证 】 令 w 取 增 量 4z, w 一 yp(z) 便 有 相应 的 增 量 如 ， 这 
又 引起 Yy= f GO) 的 墙 量 4y， 现 在 有 一 点 情况 需要 说 明 ， 员 然 
我 们 假设 也 存在 ， 但 是 不 敢 说 在 Lp 一 0 的 过 程 中 永 不 
为 零 . 有 时 它 可 以 永远 是 零 ， 例 如 g (2) 是 常量 函数 ; 也 可 以 


无 限 次 等 于 零 , 例如 ->0 时 的 呈 sin 二 
如 果 14zi 小 到 某 个 程度 以 后 ，4u 永 不 为 零 ,显然 可 以 把 
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笃 - 香 .至 . (2.11) 
根据 第 一 节 定理 3 知道 , p(w) 连续， 那么 如 -0 时， 如 一 0. 
根据 乘积 的 极限 的 定理 , 将 (2.11) 两 端 取 极限 , 得 (2.10). 

如 果 不 论 |4z| 多 小 zh 总 还 能 等 于 堆 ， 就 要 供 7 (的 在 
he 的 


im 旬 -jP0 人 和 = 普 (加 +m 其 中 lim ea 
” 当 如 #0 有 时 ， 
My=f' (2) H+ od (2.12) 
当 4 如 一 0 时 ， 


=f ut ho) ff 一 了 (0) 一 
这 等 式 可 以 概括 在 (2.12) 之 中 ， A 总 能 等 于 
零 ， 0 12) 一 定 成 立 ， 将 (2. 12) 两 端 除 以 不 等 于 零 的 de， 得 
至-P@ 生 + 多 
人 此 时 Lu->0, 从 而 “>0. 又 已 知 gw'(o) 存 


lim yy flim +ime .im 洗 


a20 Lp + LT A530 -人 2 
=f"(W 9 (8) +0g' (%) 
=f' (0) 9 Cw). 


将 右 端的 “ 换 作 p(w), 便 是 (2.9),] 
其 实 前 边 证 过 的 (23.6) ,就 是 复合 画 妆 


多 一 如， WD) 
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一 -ri 一 


的 导数 公式 . 
定理 5 可 以 用 数学 归纳 法 推广 到 任何 儿 层 的 复合 函数 ， 
例如 对 于 三 层 的 复合 函数 
yf ， 全 一 0 人) ， 卫 一 粳 (2) 
的 导数 公式 是 
Ye— fu ph 0) at). 
形式 上 这 公式 是 按 复合 函数 的 层次 把 它们 各 自 的 导数 一 个 连 
一 个 地 薪 起 来 , 所 以 这 种 微分 法 也 叫做 链 导 法 。 

81.4 例 4 与 8S2.8 例 3. 例 38， 已 经 将 六 种 三 角 范 数 的 导 
数 求 出 来 了 ,31.4 的 例 5 又 推导 了 对 数 函 数 的 导数 .以 后 应 
用 较 多 的 是 sinw, cosw, logau 形状 的 复合 函数 , 其 中 

w=W(w) 
是 可 导 的 函数 . 为 了 以 后 应 用 方便 , 现在 把 这 些 导数 都 按 复 
合 函 数 推广 并 且 列 为 公式 . 
定理 6 (sin ww)'= 6c08 wrtw'; 《cos = 一 Gin we’, 
(tg 切 "一 Soc2U ve 《ctgtuy = — O907 U's 
(ge0u)' = se0 4 te Wot’s 


(C6)! = — ou Ctg rd, 


(1ogo)'— LB (ln) 


注意， 这 里 三 角 函 数 的 自 变量 一 定 要 用 弧度 作 单 位 ， 原 
因 是 证 明 这 些 公式 时 , 都 直接 或 间接 地 用 了 
Sng 
s+ 


如 果 不 是 用 弧度 作 单位 , 公式 就 不 这 样 简单 了 。 
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{ 例 耻 】 求 y=ln(sinw) 的 导数 . 
1 


外 人 


【 例 2]】 求 y 一 sin(In z) 的 导数 . 
解 : y 一 oog(no) (In2)'— cos (ln @). 


[ 例 3] 求 yg 二 9 十 co08%m 的 导数 . 


人 wwCOS ZX— BN 


1 (v00sw%— sin se) (vsin w+ coosr)’ 
解 : ? (w cog w%— pin 2) 
__(%sinsw cosw) (reo08%— sin w) 
(rc0s3 一 Sm 他) 
(Yo0og 7 一 Sin w) (wv cos 2) 
《we co9 儿 一 后 mr1z)3 
_ (esinz 十 oog2z)( 一 2sin z) 
《2c087 一 snz) 3 
bE 
(WOO ZT- Sin 2g) * 


[ 例 4] 求 y~Yf 记号 的 导数 . 


解 : ~ 一 天 一 一 (te = 3 


[eg 
seo 可 


4 志 可 
【 锣 5]】 求 y=erln (z+Q) 的 导数 ,? 


a 


解 : y' =er[In (z+a)]'+ (e)'In (e+) 
= Ste) ern(ota) 


-= -二 In(s+a) |. 


[ 例 6】 已 知 pGx) 的 导数 存在 . 试 求 下 列 各 函数 的 导数 
gle, pllnz), [p(ta)]", pls+a)"], 

解 : [p()) =9 Ce) (@”)'—=ep' (6 ),. 
[pn] mp no) (no)' = (ImD). 


{[p(z+0)]"}'=nIg (s+ oa) [yp(2+ 
一 名 [p《Z 十 CD)]” pg (w+ GD (CC 十 G) 
一 9Lp(z 士 CO)]” ip' (w+ 0). 

{pL(z+o) "I = [e+o)"] [e+ a" 
= [2+ In(s+a)" (e+a)" 
nmia"ig[l(w+o)"], 

【 例 71 求 简 谐振 动 * 一 4sin ot 的 速度 , 

解 ， 速 度 是 距离 * 对 于 时 间 # 的 导数 , 所 以 
vt) = = Aw eo wi, 

读者 可 以 把 8 的 正 、 负 、 大 、 小 和 物体 运动 的 进 、 退 快慢 

对 比 一 下 , 看 看 是 否 符 合 。. , 


8 -习题 二 
1. 求 下 列 各 函数 的 导数 ; 
(GD y 一 3 一 5 十 1 (9 y=2V/ FY 
(3) y=V Em VETD; (4) y=w+1) wo—1); 


aa 十 DZz2 一 e 


(5) Yao 必 ， b, [a 是 常数 ; 
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和 中 
(6) y=sinz+ eos Z; (07) We 


(8) y= EE (9) p=pain p+ cosg: 
.10). a 儿 有 iD 多 11 
A rr .11) y=7*loges; . 
(13) y se (13) y= 1 证 
,和 lnz 
14) y= ln we i 
(14) y=7rsin zl1n ww (15) 9 Tn 


2， 求 下 列 复合 函数 的 导数 ， 


i wp。 1+2 5 

GD y= (y= ey ; 
(3) y=3s8in(3z+8); (4) y=cos? Zz 

(DD y= asian 要 dg 到 《6) 4 一 sinezeosyz 

《TD 一 Sini2y 一 1 《8) = VI 


《9) ylogsz 3040); 0) y= 


(1 y= (In zs E | (12) y=~inlnlaz; 党 
Ga) y~log: (2 G9 y=sin’Ceos3); 
(15) y= Vi+te(z+i) -00 gg 一 zz 二 Wi 
QD ysisinl, 8) yon; 
WD y= (YITED);, (0) y= VITEE. 
3， 假 设 f(z) 是 可 求 导数 的 函数 , 求 下 列 函 数 的 导数 并 ， 
(CD y=f le); (2) y=f (fF(f (2))). 


第 三 节 “ 反 函数 的 导数 
咏 .1 反 滴 数 的 导数 


关于 基本 初等 阔 数 的 导数 公式 还 有 反 三 角 画 数 米 汝 讲 . 
反 三 角 函 数 的 导数 需要 从 三 角 函 数 的 导数 来 推算 ， 因 此 有 必 
要 先 讨 论 一 般 家 接 函 数 与 反 函 数 的 导数 的 关系 ， 


碟 -31 


在 未 讨论 之 前 ， 我 们 先 从 几何 上 直观 地 看 一 下 这 两 个 导 
数 有 什么 关系 ? 假设 曲线 CO (图 4-11) 是 函数 g= 闻 (wo) 的 图 
象 , 且 广 (mn) 存在、O 也 是 它 的 本 义 反 函数 
他 一作 人) 
的 图 象 , 切 C 于 点 放 (w, 殷 的 直线 的 斜 角 是 a， 
怒 w 一 性 (c)， 
MT 也 是 反 函 数 一 p (y) 的 切线 ， 它 对 于 Y 轴 的 斜 角 B 应 当 
以 y 轴 为 始 边 ， 以 切线 为 终 边 ; 把 4 轴 当 作 自 变量 的 轴 时 ， 有 
以 顺 时 针 方 向 为 正 { 图 4-11 左 图 ); 着 时 针 方向 为 负 ( 图 么 -并 
右 图 ), 钢 种 情形 都 必须 z 
otpm 3 
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1 ; 1 
所 以 pn 或 者 9 人 0) 一斑 (Gy 
下 面 用 (arcsin z) 验证 一 下 上 边 的 结果 。 
令 4 一 arcsmz， 刚 
Y 十 dy 一 arcgin(z 十 dz)， 
My ,arcsin(g+ Ar) 一 arcain7 
Lo 


到 这 里 元 法 直接 进行 极限 的 运算 了 , 但 是 
=ainy, w+Ar=ain(yt+ 4y), 
那么 Lo=sin(y+ 如 ) -sing、 于 是 


de sinytdy) -eny’ 
如 果 各 0, 就 可 以 变 作 
sy 二 
le snytdy) sny 
Ay 2 
因为 y~arcsinz 连续 ,那么 如 -0 时 ,4 一 0、 如 果 
(sin y)'—0c08y 0, 
从 上 边 的 等 式 取 极限 , 得 
doy 1 
dr Se 
这 就 是 说 


《arcam CY)! i < 二 二 


这 正好 和 几何 的 喜 观 现象 相符 ， 即 是 互 为 反 画 数 的 两 个 范 数 ， 
在 对 应 的 加 一 点 上 的 导数 互 为 倒数 ， 

我 们 证 明 一 般 的 定理 ; 

定理 1 如 果 函 数 y= co) 有 单 泗 的 反 迹 数 n=p(y)， 
9(Y) 有 不 等 于 零 的 导数 9 (40) ,wo 一 p(yo), 那么 | (co) 存 在 ， 
面 吕 
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f' (80) = — 了 元 
【证 】 已 知 ro=p(oo) , 再 假设 ee 十 如 =p( 上 4 ,那么 
如 一 了 (eo)， yo 二 如 一 fmm+4w). 现 在 要 证 明 lim 作 存在 . 
首先 要 证 明 dp->0 时 ,Ly->0， 
9' bo) 存在 全 py) 在 加 点 连续 全 工 .6 定理 3) 
过 f(z) 在 wo 点 连续 (第 三 章 §4.3) 
坊 Mw>0 时 ,Ly 一 0. 
其 次 要 证 明 4zz0 时 ,4 二 0， 
9{ 幼 单调 一 仅 当 y=0 时 , r=0 
>Ar¥0NH, dy*0, 


这 说 明 知 可 以 作 除 数 。 
最 后 看 伐 ; 只 要 hr%0, 便 一 定 yO， 那 公 
dy 1 
到 
zy 
令 如 ->0 取 极限 
dy 1 
2 J Ze (因为 bo 一 0 A 
dy=*0 Ly - 
已 知 lim Py (yo) %0， 所 以 六 Co -lim 党 存在 ,而 且 
1 om ey ry: 
【例如 证明 
| (ge 一 efn aq, 四 “(3.1) 
(6) 一 6 9) 


{证 ) 设 y=a”, 取 自 然 对 数 ， 垦 得 反 本 数 
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ina” 


这 反 通 数 的 导数 是 
YY yne. 
根据 定理 1, 知道 直接 沙 数 y 一 a? 的 导数 是 
ay. 1 
二- a “Yn. 


dy . 
但 是 最 后 结果 里 包含 着 的 y 应 该 换 作 2 所 以 


他 =c in a，- 


这 就 是 (3.1). 令 4 一 e， 便 得 到 (3.2). 

现存 把 定理 1 的 用 法 归纳 概括 如 下 ， 几 当 .yy 一 fle) 的 导 
数 不 易 求 ,而 反 瑞 数 % 一 p(y) 的 导数 容易 求 时 ， Eee 1 
去 求 : 

第 一 步 : 将 所 给 函数 y 一 J() 转 变 为 到 本 歼 2~p)， 并 
且 求 它 的 导数 gr (9); 

第 二 步 ， 根 据 定理 工 知道 

f' (9) ~ 1/9 (WD); 

第 三 步 ， 为 了 把 六 (@) 写 成 o 的 西数 ， 将 把 结 果 里 的 y 抽 

作 玫 Cz)， 即 得 
f' (w=1/9[f (0)1, 


3. 指数 函数 的 导数 


前 段 例 1 已 经 讨论 了 基本 指数 函数 的 导数 ， 现 在 再 按 复 
合 函数 把 它 推 广 作为 定理 . 
定理 2 (一 mean 
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定理 3 对 于 任何 实数 m to 的 导数 是 
(2") pe he 
【证 】 设 % 一 迪 ， 变 为 指数 函数 
Yo "lo 
按 复 合 荔 数 求 它 的 导数 , 得 
y= (em = ehe (nh ne) 


= Pe = 


特别 地 (wn)' 一 ro” 
定理 和 (ehw)' ~ sh ww'; 
(sh id 


(t hu)’'= 


MW-l1 
(arg sh w)' = [Im (人 十 0 
(arg th wu)'= 车 In GEE)] -= 


这 些 公式 都 很 容易 证 明 ， 2 其 余 请 
读者 补 证 . | 
【证 】 (th 0)! - (TE) - ohw(sh Ww)'— (sh ws) 《ch WW) 


(arg ohw)' ee 


ch*t 
chu—sh ww  ， 久 
oh* och?”w* 


设 y=argchuw， 则 w=ehy, 由 此 
w=shy=+vVehiy—1. 
w 本 来 是 % 的 函数 ， 因 为 把 % 看 作 & 的 函数 ， 那 么 必 应 是 复 
合 函 数 的 导数 场 %， 所 以 


2170- 


一 土 WVoh g% 一 一 土语 一 
A a Se， 
y ya FE | 


到 了 


f A 好 
人 ly EE 


【 例 】 已 知 曲线 y 一 到 (十 o 的 切线 的 斜率 是 子 ， 求 
这 切线 的 方程 ， 
解 ， 由 乡 - 豆 (十 o-9) 求 得 


ye 


现在 求 切 点 的 坐标 ， 令 2 于 ， 了 是 切 点 的 坐标 应 该 

尼 方 程 
可 (一 ) -于 . 

由 此 解 得 一 2 ( 合 弃 不 合理 的 根 一 子 ), 那么 cIn 2 代入 
曲线 (图 4-12) 方程 一 去 (o*+o), 求 得 9 一 也， 从 而 袜 

> 5 ”i 
切 点 P(In2, 世族 

切线 方程 是 
-In2), 
化 简 得 

3r— dy+6—In 8=0. 

为 了 验证 这 结果 ,可 以 求 这 图 43 


切线 在 = 轴 上 的 藏 距 OF =n2 一 配 , 于 是 


ee 


TQ=In2- (mn2 一 二)- 号 


已 知 QP 一 于 , 所 以 翅 ZQTP 一 卫 / 本 -号 ， 这 与 问题 的 要 
求 符合 . 


3,.,3 反 三 角 函 数 的 导数 
§ 3.1 已 经 基本 上 把 反正 长 函数 的 导数 求 出 来 了 ， 现 在 
把 它 完成 起 来 : 那里 已 知 
ee 
(sint cosy’ 


办 为 co08*:y 一 1 一 sin”y, 但 是 siny 一 %, 所 以 


(arcsin zg)’— 


co8y 一 十 IT 一 只 ， 
因此 了 
{arc Mn i (3.3) 


这 里 希 要 把 等 式 右 端的 符号 从 导数 的 几何 意义 上 去 分 析 一 
下 :因为 导数 是 切线 的 斜率 ， 那 么 导数 的 正 负 关 系 着 切线 的 
方向 . 

导数 > 0e; 切 线 的 斜 角 是 锐角 一 曲 线 上 升 ; 

导数 <0e? 切 线 的 斜 角 是 钝 角 一 曲线 下 降 、 
所 以 (8.3) 里 的 正 负 号 表示 arc sin e 可 以 上 升 也 可 以 下 降 . 实 
际 情形 也 确 是 这 样 . 因为 反正 统 有 无 穷 多 信 , 它 在 ( 2km 一 于 ， 


2kw 十 全 ) 内 单调 上 升 , 那么 它 的 导数 应 该 是 正 数 ;反正 弦 在 


(25+ 可 24z+ 池 ) 内 单调 下 降 , 它 的 导数 应 该 是 负数 . 
因为 普通 都 取 主 值 , 在 这 种 约定 之 下 , 则 ， 


(arc gin 2 一 -到 


设 y=arccoswm, 则 儿 =cosg, 于 是 


dr . 
一 -一 一 -一 晤 于 
了 Y. 


Rt Re 
从 此 知道 dr siny +FVi-p 


这 里 正 负 号 的 意义 和 方才 一 样 , 对 于 主 值 来 说 ,应 该 是 


Garoooam'- Es 
工 一 她 
设 yw~arctgw, 则 % 一 起 yy, 于 是 

他 一 se0 #y 一 工 + 馆 3289 一 I 十 妇 ， 
所 以 (arctg 2)'~ 


er 
同 更 ， (areotgo)' ~ 
设 y~aroseow, 则 2 一 seoy, 于 是 
名- =secytg y=—s (Me—1i). 
反正 割 的 主 值 各 反 余 蓄 的 主 值 一 样 ， 和 二 两 象限 之 内 ， 
反正 宥 上升, 所 以 


| je 
同 理 (arc esc &) pr er 


现在 青 按 复合 函数 把 这 六 种 反 函 数 的 导数 用 定理 肯定 下 


er re 


wr 


VT 


定理 (are sin w)'= 


ve! 


人 
(arc tg 一 Ti 


《arc cos 4)!' = 一 


Fi 他 
(arc ete v) Tr 
aroseou) = 


te! 


DAT En 
[ 例 ) (arotg on)' TT 


[ 例 2] [hero 志 )] ~ 本 (re 霹 们 ' 


1 
(I+e arcters’ 


(arc O80 W) ' = 一 


于 过 4 
[3] (aroo0 TF) ~ Ey te 
了 二 本 


top 、 二 a 
如 果 从 cos26== TF 认识 到 aroeos 生 全 -2are 志 we, 


计算 工作 还 可 以 省 事 一 些 ， 
{ 例 4] [arctg 2)’'= 9 (arc tpg wr) l(arc te wr)’ 


~ aro 志 wn) -ea 
= 


要 9 
~pq (arctg 2) IT. 


C74-—" 


《 鲍 5] 求 y= arotg Ty 的 导数 ， 
解 ，arc te 有 


ys 2arc te wv, 


gy 2 7 2 
所 以 (erotg TAF) Fr 
{ 例 6] 求 y=arotg 于 二 的 导数 . 


解 ，arc 妮 -二 =arctgz+arctg 1, 


所 以 (arete 过) {arctg c) = i 


【 例 7】 求 arcsin (8c 一 4z8) 的 导数 ， 
解 ，aresin(8z 一 4zz) 一 3arcsinw， 


二 


所 以 [arogin(86—49')]' =3(arosing)' ~ /3. 
【 例 8】 对 于 忆 求 二 的 导数 (以 o 为 自 变 重 求 导数 ). 
解 ， 令 1= wm， 问题 就 是 杰 y= 区 对 于 4 的 导数 ， 这 应 
该 把 ”看 作 # 的 函数 , 按 复合 函数 求 导数 , 其 中 要 用 经, 现 
在 知道 + 是。 的 函数 ,应 该 按 反 丁 数 的 导数 求 了 


| dt dr _ 1 
We 
所 以 WW. l,l lge. 


dt dar dt ¢ ap 20 


3.4 主要 导数 公式 来 
现在 把 前 面 学 过 的 导数 公式 汇集 在 一 起 ,以 便于 检查 ， 读 
者 必须 在 练习 中 将 这 些 公式 记 清 记 牢 . 
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人士 妇 "一 好 土 久 . 


(uv) 一 20 十 9 
(2)= a es 
tf [lp te] =f py (%), 
世 一 喜 ， 


(WU) = ny 


《as) = inga"w’", 


(0")' = ew 
1 log,e Es 型 / 
《1ogo 忆 ) v 时 In Gg 中 
a 
(号 一 


《sin 4)' = cos ww’, 


《cos 4)' = — sim we 


(te 0 


于 
S80 4, 
30 


上 
一 黑 多 p 
ctp % 一 一 一 0902:+ 世 
《ctg %) gin*w a 


(arc sin %)’ 一 让 二 
(arc cos wu) ' 一 -3 
Qaretg W's 
(arcctgw)’= — I 


[区 了 《V 二 VE)'- 3 外 vy 
8 Vr Vr) 

Zsin Vw 

Ry 说 
_ oe V5 (7) 

2sin Ve 

oogwm 

4 sinvV w 


{ 例 2] (erarcsine)'=er(arcsine)'+arcsin (ee)' 


一 8 (A tarosin ). 
【 例 3】 (ssin bz)'=err (sin dr)'+sin bel(e™”)' 
=6*000s8 br tae sin br 
=~—0*(apin bret+b oo8 br). 


【 鲍 届 (Ya 十 四 "= [ka 十 2) 1] 
Ey (atw) Se oS 
[0 
[ 例 5] [arcsinw) "(arccose)"} 


=— (arcsin®) "Nn (aro 008 wm) "1(ar6 008 2)" 
+ (arc cos @)"m (arc gin w)™" 1 (arc ein w)’ 
= (arcsinw)" 1(arcoos wm)" 
narcsing | marC 008% 
a ) 
“= (arcsing) "1 (arc co9 2)* 1 


mAarccogw— narc sinw 
一 一 一 一 一 。 


x 
Ni 
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2. 
3. 


4， 


[ 例 申 [nCze)]'= (Ing+e)'= 志 二 1 


习 题 三 
， 求 下 列 邓 数 的 导数 ， 
(DD %= 志 ; (2)》y 一 z,10* 
(3) y=ev wi; (4) y= Vit+e; 
(5) y=3°°°; (6) y= ~¢s0 Ce); 
{7) y=e-? -cog 3z; (8) 4 一 -ez (Sin s+cosr); 
(9) y=arccos 2; (10) y=areeos VI—3z; 
(11) y= (arc sin 2)» (02) 9 一 
2 
(13) y= zarctgz; (14) J 
{15) 4 一 errctgeYs; (16) y=th(ln x); 
(17) y=arctg th2); (18) 9 一 ch(ehz); 
《19) y=ehzr-e rs, (20) y=zarcsin(ln £), 
利用 全 二 ->ina, 直接 证 明 (az 一 ojna. ， 
求 导数 : 
T—Z™ YY . 
由 (areeos 2 十 2 ): 


[提示 : 令 z=ctg2.] 
3 更 
(2) (ete EE); 
/11 
(3) (eedg He ——); 
[提示 : 令 2=ta.] 
(4) (arctp (arctg7))’. 


itm+ Vi ， 
了 
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mw -me 


第 四 和 节 隐 函 数 的 导数 


丸 .1 隐 范 教 
变数 多 于 一 个 的 方程 ,也 可 以 决定 函数 .例如 在 椭 阁 方程 
08202 + Gy = 202 (4.1) 
里 , 随便 令 m 等 于 某 个 数 mp, 就 变 成 了 以 为 未 知 数 的 方程 
Daz8 + ey — a (4.2) 
只 要 jwo| 4，(4.2) 便 有 确定 的 根 | 
y=+bV e/g. (4.3) 


如 果 用 这 根 当 作对 应 于 v6 的 信 go, 便 在 = 与 9 之 问 建立 了 对 
应 关系 ,于 是 yg 是 % 的 函数 .这 和 以 前 用 等 式 
y=f (2) (4.4) 
定义 的 画 数 不 同 . 这 里 给 定 了 w 一 zo， 只 要 把 wo 代入 上 (办 ， 
立即 得 到 函数 的 对 应 值 f(zo)， 但 是 把 wo 代入 (4.1) 之 后 得 
到 (4.2)， 不 能 马上 告诉 我 们 9 应 该 是 什么 数值 。 还 需要 从 
(4.2) 求 得 (4,3). 然后 才能 说 
一 十 Va w/a. 
如 果 希 望 能 象 (4.4) 那样 方便 地 求 出 m 的 对 应 值 ， 就 需要 先 
从 (4. 了 D 解 y, 得 到 


y— + LV, acvea (4.5) 


才 行 然而 不 要 以 为 每 有 一 个 方程 五 (w, 4Y) 一 90, 便 能 解 出 来 
一 个 函数 y 一 了 (w) (即便 它 确实 存在 ). 这 一 步 工 作 未 必 容 易 ， 
有 时 根本 办 不 到 。 例如 由 | 

| eto = Bavy (4.0) 


解 4 就 很 麻烦 ,出 
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ry—e*+er—0 1 (4.7) 

解 y 就 不 是 我 们 现 有 的 知识 所 能 作 到 的 。 虽然 不 能 解 y， 可 
是 满足 方程 的 -- 组 一 组 的 数 一 般 却 是 存在 的 。 借 这 种 数组 建 
立 对 应 关系 是 可 以 做 到 的 所 以 又 有 一 类 不 用 自 变 量 的 算式 
明白 表示 , 而 借 满 足 方程 的 数组 米 规 定 的 函数 . 

定义 1 假定 一 个 方程 里 的 变量 多 于 一 个 ， 著 把 其 中 一 
个 认 作 六 变量 , 其余 变 量 认 作 自 变 量 , 且 ( 一 ) 不 把 因 变 量 从 方 
程 解 出 来 ; (二 ) 用 满足 方程 的 数组 建立 变量 之 间 的 对 应 关系 . 
就 把 这 对 应 关系 称 为 这 方程 确定 的 隐 函 数 . 
”相对 地 说 , 以 前 讲 的 象 人 .4 那样 的 函数 , 便 称 为 显 函 数 。 
聊 函 数 不 能 脱离 确定 它 的 方程 ,一旦 从 方程 解 出 它 之 后 , 就 是 
显 函 数 了 .例如 (4.5) 是 显 函 数 ， 它 就 是 暗含 在 (4.1 里 的 隆 
函数 . (4.6) 和 (4.7) 也 暗含 着 隐 函 数 , 但 是 不 知道 y 应 该 怎 
梯 用 来 表示 ， 

一 个 方程 决定 的 隐 范 数 , 往往 不 止 一 个 .例如 (4.1) 决 定 
(4. 切 里 的 两 个 函数 . (4. 分 的 反 函 数 也 可 以 说 是 在 方程 

oz) 一 4 一 0 

中 认为 y 是 自 变量 、w 是 因 变 量 而 确定 的 隐 函 数 . 

方程 的 变数 多 于 两 个 时 , 把 一 个 看 作 因 变量 , 其 余 的 (不 
少 于 两 个 ) 看 作 自 变量 , 所 确定 的 隐 范 数 是 多 元 函数 ， 


丸 . 乙 ” 降 函 数 的 导数 
给 定 了 方程 
P(g, y)=0 {4.8) 
之 后 , 究竟 王 (2, 了 ) 必 须 具备 什么 条 件 , 才 可 以 确定 为 «的 
隐 范 数 , 以 及 这 函数 有 无 导数 , 不 是 本 书 所 要 讨论 的 问题 ， 我 
们 假定 (4.8) 能 确定 y 为 v2 的 隐 奖 数 , 而 且 了 (Cw, 妇 对 于 4 和 
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y 都 有 连续 的 导数 下面 只 用 几 个 例题 说 明 这 导数 的 求法 . 
【 例 1】 认为 方程 (4. 了 DD) 确定 了 y 是 的 函数 , 求 g 对 于 
必 的 导数 . 
解 : 这 里 实际 有 两 个 隐 了 函数, 把 其 中 一 个 记 作 yz)， 
(4,1) 就 变 作 
bw 十 4 ly (2) 一 ob’, 
因为 当 %E[ 一 4, a] 时 , 一 定 能 使 这 等 式 成 立 ,所 以 这 实际 是 
恒等式 ， 形 式 上 左 端 是 w 的 函数 ， 可 以 对 = 求 导数 .现在 将 
两 端 辐 时 对 = 求 导数 ,得 
202x5 十 2a3 (mY rc) ~0, 
由 此 解 y (w), 得 , 
2 
(2) 一 ”0 
一 般 来 说 , y(%) 是 不 知道 的 ， 所 以 平常 只 写 y, 它 的 导数 
也 只 瑟 D3 


~ 


ay” 


这 就 是 所 求 的 导数 ， 
读者 可 以 从 (4. 殉 按 显 函 数 求 导数 ， 把 上 边 的 结 洒 核对 一 
下 . 
【 例 2】 假设 (4.6) 确 定 9 为 @ 的 隆 函 数 , 求 它 的 导数 . 
解 ， 将 (4.6) 两 端 对 w 求 导数 ,得 
Se 十 895 = 3a (my' 十 07 
由 此 解 得 | 


y—avw. 

【 例 引 (4.7) 确 定 y 是 的 函数 , 求 y. 

解 ， 将 (4.7) 两 端 同 时 对 2 求 导数 ,得 
y+wy —o+oy 一 由 
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y'= 


从 以 上 三 个 例题 来 看 , 求 隐 函 数 的 导数 , 只 需 将 确定 隐 范 
数 的 方程 的 两 端 同 时 对 自 变 - 
景 = 求 导数 ， 凡 遇 到 含有 因 
变量 y 的 项 时 ， 把 y 当 作 沙 
数 看 待 , 按 复合 函数 求 导数 . 
然后 从 所 得 等 式 解 出 久 来 ， 
在 yy 的 表示 式 里 , 一 般 合 有 
% 和 y, 不 能 只 由 yz 表示 ， 

从 隐 应 数 求 得 的 导数 ， 
图 《13 仍 是 切线 的 斜率 ， 例 如 蔓 叶 


线 (4.6) 的 环 部 (图 4-18) 的 顶点 是 4( 坚 ， 时) 在 这 点 的 导 
数 是 


全 
: 
~ 
1 | 
| 


而 这 点 上 的 切线 的 斜 角 是 185°, 

.如果 认为 yg 二 了 (wz) 的 矫形 反 证 数 y=p(z) 是 由 方程 
2 了 (0) 痪 定 的 隐 本 数 按 隐 画 数 求 p (2) 所 得 的 结果 和 88. 1 
中 的 一 样 . 

【合生 假设 Plwi, 刀 ) 是 圆锥 曲线 

Am+ Bry+OrF+ Det+ Ey+F=0 

上 的 一 点 、 求 通过 卫 点 的 切线 的 方程 . 

解 : 假定 所 给 曲线 方程 确定 了 y 是 2 的 通 数 ， 这 函数 的 
导数 便 是 切线 的 斜率 、 将 所 纺 方 程 对 于 2 求 导数 ,得 


2Az+By-+tD+ (Bret20y+E)y =0, 


二 242 十 By 十 全 

Y Bz+20y+ EB" 
那么 曲线 在 忆 点 的 斜率 是 

m= — 24dr+ By t+D 

Bri+2Cyt+ BE ” 
所 求 切线 的 方程 是 
yh ent 必 一 二 )， 

展开 合并 , 得 


2dAwizt+ Bwwyt rg) +20yy+ Dret Ey 
— (AI+2Bon +20+ Dot Ey) =0. 
由 于 卫 在 曲线 上 , 那么 
Azi + Bryn tOR+De + Boyt+F =0, 
24Az1+2Bry + 20y3+ Do + By 
= ~ De — Byi—2F,. 
代入 上 面 的 等 式 ,得 
2.4214 十 (0 十 到 站 十 2C29 
+D(vsto) + BYy+y) +2F =0, 


或 者 Aviz+ Bee 了 +Oyy+D 52 


从 而 


十 百姓 十 浆 一 0. 
这 就 是 所 求 的 切线 公式 . | 


人 .3 对 数 求 导 法 


若 一 个 函数 是 许多 函数 的 案 积 ， 或 者 函数 的 方 指数 又 是 
函数 时 , 利用 对 数 的 性 质 , 可 以 使 计算 简便 ， 


ee 


_ (s+1) (ze—3) 
【 例 了 求 y- Te 的 导数 ， 


解 : 由 所 给 等 式 取 对 数 ,得 
Imy=jintz 二 TD 十 mtz 一 3) 一 nz+8) 一 mc 一 全 ， 
然后 按 隐 函 数 求 4 
Re 1 
YY rii a-3 wra wi 


1 1 1 1 
= (5 加 T+ 二) 
本 
(2 十 1)(C 十 3) (2—3) (2—1) 
4(o2 十 3) | 
(eI 1) (xz 一 及 
;4m+3) (2+1) (wm—3) 
YI (w+) v1) 
-4 +8) 
+3) (so1)? ， 
【[ 例 2】 设 y= (sinw)*, 求 它 的 导数 。 
解 ， 由 原 式 取 对 数 
Iny—w]n sinw., 
1 


mn 


于 是 
y' = (sing)’(In sin w+% otp %). 
关于 例 2 有 一 个 一 般 的 公式 
《2 一] oT (9 
假设 Y=， 取 对 数 ， 得 
Iny=2*]1nu, 


所 以 vy =u (vInuto. ) 
= nw + ow Tw, 
如 果 这 里 是 常数 , y 就 是 指数 冰 数 , w 一 0， 公 式 变 为 
y' = Jn wv", 
恰好 是 指数 函数 的 导数 公式 . 如 果 是 常数 9 就 是 检 函 数 ， 
9' 一 0, 公式 变 为 
4 = Vu I, 
恰好 是 筹 阔 数 的 导数 公式 . 所 以 从 形式 上 说 , (4.9) 是 指数 西 
数 与 考 函 数 的 导数 合并 成 的 ， 
【 例 3】 求 y= ( 霹 2)* 二 23" 的 导数 . 
解 : 这 当然 不 能 直接 用 对 数 来 解 ， 但 是 把 这 函数 的 两 项 
分 开 , 都 可 以 用 公式 (4,9) 求 导数 : 
令 v==( 霹 2)*, 出 
w= tgs Intgrtstte 2) 1se0 0; 
令 v=e"s*， 则 
他 ed rt)seo wt+tp 2 tee : 
由 此 一 (说 2 jn 过 2 二 2 所 加 TSecam 
+w's*(lnw)seo w+ te yw'r 


并 . 生 参数 方程 之 下 的 导数 


曲线 的 方程 
Flw, 9) =0 (4.10) 
如 果 能 用 参数 上 分 解 为 参数 方程 
Y 一 % (站 
对 于 绘制 曲线 方便 得 多 《数理 化 自学 从 书 < 平 面 解析 上 几何”). 
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参数 方程 (4.11) 和 (4.10) 一 样 地 能 确定 隐 函 数 ， 只 要 t 取 一 
个 (可 以 取 的 ) 值 ，2 与 y 便 各 有 一 值 与 之 对 应 ,于 是 «与 
y 的 值 可 以 借 主 的 值 而 互相 对 应 ， 这 就 建立 了 函数 关系 . 
(4.10) 里 与 y 的 变化 都 以 上 为 枢纽 ， 本 来 不 分 先后 ， 究 竟 
谁 该 是 自 变 量 呢 ? 这 和 (4.10) 的 情形 一 样 , 要 由 我 们 选择 . 若 
认为 y 因而 变 ， 就 需要 先 认 为 二 因 “而 变 ， 然 后 9 因 上 而 
变 ， 即 是 需要 用 "=9p( 凡 的 反 函 数 二 X(c) 与 乡 = 由 人 的 组 成 复 


合 函 数 
y=w[x%(2)], 


所 以 这 函数 的 导数 可 以 根据 §3.1 定 理 1 及 $2.4 定 理 5 推 
导出 来 


Ay dy 
dv dt dr 
Ady 
dy, 1 _ ad _ yw 
和 
Qt at : 


可 见 由 参数 方程 确定 了 函数 而 求 这 函数 的 导数 时 ， 只 征求 参 
数 方程 里 的 两 个 函数 对 于 参数 的 导数 之 比 ， 

建议 读者 再 从 增 量 之 比 的 极限 直接 证 明 (4.12) 作为 红 
习 . 

遇 函 数 是 (4.T1) 里 当 9 (的 =~ 时， 即 是 当 #=-z 时 的 特别 
情形 ， 这 时 w' (人 一 1, 而 (4.12) 变 为 


qa ' ' 
人 


在 (4.1) 里 2 与 y 的 地 位 是 平等 的 ， 所 以 同样 可 以 求 @ 对 于 
2 的 导数 
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【 例 1] 梢 圆 人 4. 人 1 的 参数 方程 是 
wo0s0 
| 2 
从 这 参数 方程 求 曲线 的 斜率 ,得 


Oy__b 
yp ctz 9, 


9 经 历 [0, 2x) 间 的 一 切 值 时 ， 这 导数 便 给 出 梢 贺 上 一 切 点 的 
斜率 ， 按 隐 画 数 求 得 的 斜率 ( Co， 


标 才 能 求 得 它 的 数值 ， 撤 显 函数 求 公 率 CS. D, 人 
公式 


ee 人 
Y 一 于 CA 0 一 好 
中 选择 一 个 使 用 . 这 两 种 情形 都 不 如 参数 方程 的 情形 方便 . 
【 例 2]】 萝 叶 线 (4.6) 的 参数 方程 是 


a 3at | 
. : 
3at2 |» 
A 
由 此 求 y 对 于 ov 的 导数 ， a 
Or a0 L+H ~t3 _ 3a(1—2) 
at (+ 本” 
d (1 十 雪 ] ,2f—t3.81 _ Bat(2—#) 
入 一 = by 十 雪 ) 和 
.1(2— ES 


中- 1~28 
a se 
竹 - 工 所 以 在 点 的 切线 (图 414 是 . 


引 


化 简 得 
习 题 
1， 下列 方程 确定 yy 为 zx 的 隐 函 数 , 求 它 的 导数 : 
(1) 十 十 3 一 大 (2) 9 一 8 siny=z 


2， 由 下 列 参数 方程 求 和 
(1) w=ain’t, y=c0sE; 
(2) z=asect, y=btgt (a>0, b>0; 
{3) z=acht, y=Dbsht (a>0,>0); 
(4) T=atost, y=agnii (a>0); | 
(5) z=—alt—pint}, y=a(dl—eost) (a>0), 
3. 利用 对 数 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


(CD y=zy 二; 


(2) y= {£4 ran}; 


€3) y={z+ VI+D)", 


(Oa<e<1), 


4 抛射 体 初速 为 wo, 抛射 角 为 m 以 时 间 上 为 参数 时 , 运动 方程 为 


LZ=Lot 08 必 ， yntsina 一 襄 9 i 


R60— 


求 二 所 时 ，(1 物 体 沿 水 平 与 铅 直方 向 的 分 速度 ; 《2) 速 度 的 方向 
和 大 小 ; (3) 戏 平 与 铅 直 方向 的 分 加 速度 ， 
第 五 节 徽 分 
与 . 工 微分 与 增 量 


假设 yf(%) 是 某 区 间 上 的 连续 函数 ， 那 么 它 在 这 区 间 
里 某 一 点 w 上 的 增 量 : 
=f (w+ ds) 一 Fa) 


一 定 随 着 4 一 0 而 趋 于 零 . 假若 f(w) 是 一 次 函数 yy 一 aw 十 5， 
那么 不 论 ” 与 如 各 取 秆 么 数值 ， 名 永 过 是 如 的 线性 ( 齐 次 ) 


国 数 

本 dy =ade, 
4 与 各 无关， 每 当 SI 计算 如 之 什 非 常 方 
便 ， 一 般 函 数 , 即使 在 固定 的 一 点 ， 之 值 因 dz 而 不 局 ,这 


时 计算 如 之 值 ,就 不 象 一 次 函数 那样 方便 了 ， 然 面 实用 上 非 
常 需要 有 一 种 方法 ， 象 一 次 西数 那样 , 能 够 简单 地 计算 dy 的 
近似 值 . i at 


运动 * 一 豆 gb, 当时 间 + 取 增 时 从 时 ， 

A git Tg), 
全 0 时 如是 无 小 其 中 第 一 gt 录 是 水 的 同 阶 无 穷 小 
而 第 二 项 到 9(40* 是 恤 的 高 阶 无 穷 小 ， 它 比 起 第 一 项 来 要 
小 得 多 ， 所 以 gt4 在 如 之 中 是 主要 部 分 ,而 于 9(40* 则 无 
足 轻 重 ， 为 了 简化 如 的 计算 ， 略 去 却 9(4b3 不 会 发 生 本 质 


ve 


的 影响 ， 剩 下 的 9i4i 是 水 的 线性 ( 齐 次 } 函数 ， 用 它 近似 地 
表示 4 之 值 ， 就 和 一 次 函数 有 类 似 的 方便 了 .9 办 而 不 
说 , 只 这 一 点 比 一 次 函数 复杂 一 些 . 
同样 的 问题 对 二 正弦 秃 数 % 一 sinw 便 有 些 麻 烦 了 ， 当 2 
取 增 量 4z 时 ， 
dy :=sin(s+ rm) —sing 


一 2 oo8 (e+ 守 ) sin 一 一 


这 4y 的 结构 没有 明显 地 把 4r RE 

开 . 于 是 不 能 从 这 里 直接 摘出 知 的 线性 主要 部 分 来 作为 和 

的 近似 信 ， 如 果 在 前 面 4 的 近似 值 9t4# 里 注意 到 开 是 * 的 

导数 (因此 理解 到 运动 速度 与 时 间 上 情 的 箭 积 ， 近 似 地 等 于 # 

的 增 量 ), 类 似 地 来 看 y 一 sinz 的 增 量 ， 自 然 应 该 近似 地 等 于 
{sin 2)’'Aw— cos 0 

将 这 关系 再 从 理 沦 上 分 析 一 下 : 


dy - -和 
ee COSTA- 本 cosz 是 无 穷 小 . 


那么 4y 一 08 wiz 十 adv 里 的 adz 是 如 的 高 阶 无 穷 小 ， C08 we 
如 是 hr 的 同 阶 无 穷 小 (只 要 cosx¥0), 可 见 用 tosw* 4 作为 
必 的 近似 值 是 理所当然 的 . 

他 不 是 说 凡 二 画 妆 的 增 技 如 这样 一 个 方便 的 近似 公 


式 . 例如 A sin 三 在 原点 连续 , 在 原点 的 邻 域 昌 


ea 
= Arsin -i 


1 不 能 稳定 在 个 与 如 无 闫 的 数 4 上 ; 不 论 
是 和 所 略 ~4= 有 却 - 全 各 都 下 大 如 的 高 队 
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苞 穷 小 , 所 以 在 原点 没有 一 个 方便 的 公式 表示 如. 
定义 1 子 数 y=f(w) 的 增 量 dy 里, 形式 为 44z 的 部 分 
叫做 函数 的 微分 ; 其 中 4 是 与 如 无 关 的 数 . 在 一 点 的 微分 存 
在 时 , 就 说 函数 在 这 一 点 可 篆 . 
微分 的 记号 是 叹 或 Gf(w)， 这 里 4 和 如 、4F(e) 里 的 4 
一 样 , 不 是 一 个 数 , dy 也 绝 无 滋 积 的 意义 上 边 儿 个 函数 讨 
论 的 结果 , 是 
y=~av+b NH dy=d(0w+b) =ade, 
s - 序 ga 时 ， ds=d 全 gt)=9thh, 
y=ginw 了 HH dy=d(sin%) 一 cog wy, 
yx sin 二 时 , 在 原点 不 可 微 . 
”定理 1 函数 y=.e) 在 “点 可 微 ,必然 且 只 需 它 在 点 
有 导数 y= 了 f'(w), 而 且 
dy=f' (2) de. (5.1) 
【证 】 设 y=f(%) 在 wm 点 可 微 , 那么 有 一 个 与 如 无 关 的 
数 4, 使 得 4y 一 4Lw 是 hw 的 高 阶 无 穷 小 ,把 它 记 作 a, 则 
y= Adg +a, 


4 
2 一 4 十 -二 


由 于 a 是 如 的 高 阶 无 穷 小 -名 ->0, 记 以 
: Ae 
这 是 说 (内在 吕 点 有 导数 疡 (o)、 
假设 户 (存在 > 即 是 lm 和 一 牛 (e)， 这 天 杀 


= 人 一 


m= A fy) 
是 无 穷 小 , 由 此 | 
yf (0) dot ale 
右 端 第 二 项 是 dz 的 高 阶 无 穷 小 ， 所 以 第 一 项 是 如 的 线性 主 
要 部 分 , 因而 是 f(z) 的 微分 . 】 
附注 从 这 定理 来 看 , 函数 的 可 导 与 可 微 是 一 臻 的, 有 导 
数 必 有 微分 , 无 导数 也 就 没有 微分 , 所 以 可 导 与 可 微 不 必 严格 
区 分 . 有些 书 把 求 导数 也 说 是 进行 微分 . 
若 将 (5. 了 用 于 特别 的 函数 了 (e) =z, 则 
| df (0) =dw, fv) ~1. 
(5.1) 变 为 | 
dz=adf (8) =1.4r= Ar. 
这 是 说 自 变量 的 增 量 就 是 自 变 量 的 微分 , 因此 (5.1) 总 是 写作 


dy=f (dr {5.2) 
于 是 有 
定理 2 天数 在 一 点 的 微分 ， 等 于 函数 在 这 点 的 导数 与 
自 变 量 的 微分 的 乘积 . 


(5.2) 的 右 端 有 两 个 变量 , 一 个 是 z% 一 个 是 dz.。 两 者 的 
变化 各 不 由 于 吗 的 这 个 表达 式 具有 两 个 性 质 : 第 一 , 它 是 
dw 的 线性 ( 齐 次 ) 函数 , 所 以 容易 计算 ; 第 二 ， 已 与 物 之 差 是 
qz 的 高 阶 无 穷 小 , 所 以 这 个 近似 值 可 靠 . 

5.2) 右 端 里 大 (@) 是 自 变 最 微分 dz 的 系数 , 所 以 导数 又 
叫做 微 系 数 . 


所 .也 ”微分 的 几何 意义 
假设 1 (ec, gy) 是 曲线 gg 一 Fe) 上 的 一 点 (图 416), MT 


是 切线 , 这 切线 的 僚 率 便 是 霹 a= 产 (wm). 令 开 的 横 坐 标 = 取 

增 量 Ae， 出 线 在 开 点 的 纵 能 标 得 到 相应 的 增 量 y= 人 Ni,， 

同时 切线 下 全 在 用 点 的 纵 谷 标 9 

得 到 增 量 玉 及 。 因 为 : 
MN = /Ar= dw%, 

从 直角 三 角形 好 六 天 ,显现 

NE=~tgado—f'(o)de—dy. 

所 以 函数 y 一 了 f(%) 的 微分 等 于 它 


* 


的 图 象 在 (o,f(%)) 点 的 切线 的 纵 ”可 7 二 宙 
华 标 的 增 量 , 进而 四 41 
KM=NM—NEK=dy-dy 

是 沙 数 增 量 与 微分 所 差 的 那个 高 阶 无 穷 小 ， 从 图 形 上 直观 地 
来 看 , 不 玉 : 夹 在 昌 线 与 切线 之 间 ， 当 悄 一 0 时 , 它 比 六 天 缩 
短 得 快 得 多 . 

在 微分 的 这 种 解释 之 下 ，§5.1 定义 的 de、dy 就 是 切线 
的 方向 数 , 当 vw 一 定时 , dw、 dy 都 是 变数 (无 穷 小 ), 然而 它们 
的 比值 郑 不 变 ， 


从-(0). 
所 以 函数 的 导数 等 于 函数 的 微分 除 以 自 变量 的 微分 之 商 ， 由 
于 这 个 圭 因 , 导数 又 叫 敏 向 育 , 给 它 取 -和 这 样 的 记号 ， 意 义 
可 以 双关 
这 样 解 释 导 数 有 很 多 方便 ， 许 多 关于 导数 的 运算 可 以 按 
分 数 前 斌 算 作 形式 的 变换 . 例如 复合 函数 的 导数 公式 人 2.4) 
写作 
de di de 
可 以 说 是 在 右 端 按 分 数 的 性 质 约 去 is 就 得 到 左 端 ， 又 如 反 
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函数 的 导数 公式 (8 3.1) 写 作 


与 .3 初等 函数 的 微分 


根据 定理 1, 任何 函数 的 微分 , 只 要 存在 的 话 , 都 可 以 按 
公式 所 .2 直接 写 出 来 . 例如 基本 初等 函数 的 微分 有 
Com 一 nen， 
Coospz) 一 一 snocdx， 
dl{te 2) = seo’w ary, 


d(a’) =a° Inadas, 


dw 
dln eg) 0 


dlarosing) = 
等 等 , 其 他 就 不 一 一 列举 了 . 
在 四 则 运算 方面 则 有 下 列 公式 ,都 很 容易 证 明 . 
d+o) = tdv, 
du) =udy Fv de, 
电 du —udy 
的 -ea 
“关于 复合 函数 的 微分 有 一 点 特性 , 有 必要 着 重 提 一 下 ; 
y=f {2), w= pw), 
那么 EAA 
:所 以 鸣 = 了 (Dg (le) dx， 然而 (ejdz 一 dw, 所 以 
— 各 D4 一 


dy=f'(w dy, 
这 促 然 是 了 荡 数 yy 对 于 的 微分 ,于 是 有 
定理 8 在 淆 数 y=f(w) 里 ,不 论 % 是 自 变 量 还 是 复合 函 
数 的 中 间 变 量 ， 这 范 数 的 微分 都 永远 可 以 照 微分 定义 的 形式 
写 ， 
这 就 是 更 换 自 变量 时 , 微分 形式 的 不 变性 .例如 是 2 的 
函数 时 ， 


ad (sin w) = cosw du. 
反 过 来 也 可 以 说 , 在 (sinw) =cos wdw 里 , 把 自 变量 儿 换 作 : 
的 函数 % (dz 换 作 du), 便 是 上 面 的 复合 函数 的 微分 公式 .从 
而 可 以 从 8$83.4 里 的 导数 公式 直接 写 出 微分 公式 来 ， 即 是 
2) =A av, 
Qu) = dv + du, 
d (OW) = Odu, 
UN vdu—udy 
(es 
du) —ru dw, 
dla — a In ac 
dle) =e*du, 
Qoga tw) = logoedu = 人 
ou 
d(Inw) 二 


d {sin ty) = ce0s v du, 


d {cog wu) = — sinv du, 


dt = 


dw: ; 
3 — S803 w ee, 
CO 和 世 


d{ctgw) = 一 二 一 一 CS62 人 Ci 


一 -一 


dro 


v1—w 
.tu 
[9 一 一 一 二 一 一 二 ， 
[arccogz2) A 
dlarc tg ww) = cl 
iu 


tw 
[ 例 二 计算 y=e-“sin bx 的 微分 . 

解 : dle sin bw) =sin dw Cero) +e dlsin be) 
=sindwe "ad(—ar) +e cos bra(tby) 
~ 一 CE “sntodribe eo bwdur 
=e (P00 be— asin bv) do. 


【 例 2】 求 yg= 志 sw 的 微分 . 


解 ，d (thw) 一 d (Pe) heb ha) 


ch>w ar— sh? w de da 


df{arc otegu) = 一 es 


Ch oo coh’z* 
【 例 3】 求 函 数 y=ln(s 二 Vw 二 1) 的 微分 ， 
和 1 五 工本 
解 ， dy = TT dg+ Ve tl1) 
1 他 
w+ vti ( TY 


) au 


后.4 实际 中 的 微分 现象 


在 物质 世界 的 变化 现象 中 , 几乎 都 富有 微分 的 意义 , 因而 
都 可 以 借 微 分 的 理论 来 解决 .、 


【 例 1】 边 长 为 «的 正方 形 的 面积 4， 当 。 伸 纺 很 少 的 
一 点 点 dw 时 , 扫 的 改变 量 近 似 地 等 于 d4 =2w.dw， 这 说 明 当 
dr>0 时 (xz 咱 >0),4 改 变 的 大 小 大 约 等 于 正方 形 (图 4 16) 
之 外 车 着 横竖 两 边 的 两 个 小 长 条 〈 带 阴影 线 的 部 分 ) 的 面积 . 
两 小 条 交叉 处 的 小 正方 形 略 去 未 计 . 当 dz<0 时 (2cdz<0)， 
各 的 改变 也 是 这 样 多 , 不 过 这 时 减少 了 两 小 条 的 面积 , 而 县 多 
减 了 两 小 条 交叉 处 的 一 个 小 正方 形 的 面积 . 


em 
图 4-16 图 条 
【 例 2】 顶 角 为 2 的 正 圆锥 形容 器 (图 4-17)， 装 着 一 
公升 水 。 如果 这 时 再 添 10 毫升 水 , 水 面 大 约 升 高 多 少 ? 
解 ， 假 设 水 深 是 hb， 那 么 水 面 半径 是 一 h: 霹 a， 水 的 体 
太一 寺 m7 吸 一 竹刀 3a， 《5.3) 


现在 下 = 1000 毫升 ,那么 


将 (5.3) 微 分 ,得 


现在 4 纱 =10, 那么 
10=z 始 zx.100{ 


a = tp’a dh. 


2 


下 dh=100%/5 Cw tg!) dh, 


3 
站 ta 


一 287 一 


一 一 wo 玫 w 一 一 一 re 


= (10%/9r 让 2) 二 
所 以 水 面 大 约 升 高 (10wY 9 褒 " ac) 二 公分 . 
注意 , 这 里 4a] -mm> 劝 实际 等 于 原来 的 水 面 面 积 末 以 增 
加 的 水 深 , 也 就 是 说 等 于 一 个 小 圆 福 的 体积 ,这 圆柱 以 原来 的 
水 面 为 底 , 以 号 为 高 。 许多 体积 的 微分 都 可 以 这 样 理解 . 
与 .5 被 分 的 应 用 : i 
函数 的 载 量 一 般 不 易 计算 ， 而 初等 函数 的 导数 都 容易 计 
算 , 所 以 微分 是 估计 函数 增 量 的 有 力 工具 .在 85.2 说 过 ,dg 
是 在 “点 的 切线 维 坐标 的 增 量 ， 用 og 代 蔡 by 就 是 在 “的 小 
邻 域 里 用 切线 代 蔡 曲线 . 利用 微分 的 这 点 性 质 , 可 以 求 函数 的 
和 近似值 及 估计 近似 信 的 误差 ， 以 下 就 从 这 两 方面 阐述 一 下 微 
分 在 近似 计算 中 的 应 用 . z 
i. 求 送 似 值 
: .车 已 知 f(zo), 产 (mo) 和 wo 的 增 量 dz, 便 可 以 从 
f (cot de) sf (m0) +F' (eo) de (65.4) 
求 了 (wo+4e) 的 近似 值 ， 
【 鲍 堪 函数 y=~Y1+z 的 微分 是 
1 Vi 二 
y= Te 
代入 (5.4), 令 如 = 为 得 近似 公式 
3TTBCT 厅 IT5+ 工 人 + 有 


1+e 
令 2=0,， 就 得 到 


Ge, 


TH=I+ 工 及 
比如 为 了 求 YV270 的 近似 值 , 可 以 按 这 公式 进行 如 下 : 


1 


i os, 


SIT0— W343 + = 3 1+ 襄 
- 1 .1 
~3 (+ 于 末 )=3.067. 
【 例 2】 因为 y=sinc 的 微分 是 dy 一 coswadrx， 所 以 
sin (w+ h) Seing+h oosw, . (5.5) 
在 这 近似 公式 里 ,a 和 广 都 必须 用 纺 度 作 单 位 . 
比如 求 sm 31"， 可 以 借 sin80* 与 00830° 计算 
30"-- 王 ， 了 一 -=0.01745， | , 
将 这 些 代 入 (6.5) 得 


gin 81° 必 ain +o0og8 这 ,2 


6 5 
0.54 M3 > -x0.01745 
一 0.5151 


sin 81° 若 取 五 位 可 区 的 近似 值 ,应 是 0. 51504， 比 0. S15} 
略 小 一 点 ,读者 可 想 一 想 其 中 的 原因 . 


当 ] 居 很 小 时 ，sin hh 这 是 lim 下 二 一 1 的 推论 ， 也 
可 以 谎 是 二 .5) 在 ~0 时 的 特例 ， 
”I{ 鲁 引 车 函数 为 gw 则 西 ~- 开 ， 于 是 


ln (Co 上 用 二 no 十 公 . 


设 已 知 m781=6.66058, 根据 这 公式 知道 
In782~6.66058+ 37 ~6.66186, 


而 五 位 自然 对 数 走 里 了 782=6.66185。 所 以 这 里 的 结果 误 
差 很 小 . 


一 R99 一 


2. 估计 误差 

如 果 Fo) 可 微 , 当 | 4z| 很 小 时 ，| (e+ 4o) 一 了 le) | 也 很 
小 , 可 以 取 yo) 作 为 fedo) 的 近似 值 ， 这 时 候 必 须 考 号 所 
引起 的 误差 (绝对 值 ， 最 大 的 ); 有 时 是 先 限定 f(w) 代替 
了 ls 十 4w) 时 的 误差 (绝对 值 ) 不 许 超 过 某 个 s， 然 后 探求 1 44| 
不 得 超过 怎样 淄 度 的 83，、 这 两 个 问题 都 可 以 借 微 分 解决 . 

显然 , 在 第 一 个 问题 里 , 用 (w 代替 ye+4o) 所 引起 的 
绝对 误差 是 | 委 | 途 | 了 f'(z) dz| 或 |dy| =| 产 人 加 |; 在 第 二 个 
问题 里 , 限定 了 |4y| <<8, 可 以 由 

(fr(@) ld |< IF (2) |=8 

来 决定 ?， 


ye 
9 -TF GT 
相对 误差 是 绝对 误差 < 与 |F(o) | 之 比 ; 


f' Cw) | @ 
pT -ol 


所 以 相对 误差 等 于 函数 的 对 数 的 导数 的 绝对 信 与 和 变量 误 关 
的 梁 积 , 相对 误差 通常 用 百分数 表示 . 
”“【[ 例 科 ”已 知 直 角 三 角形 的 斜 边 是 6, 它 的 一 个 锐角 的 近 
似 信 为 a, a 的 精密 度 为 86, 也 就 是 “的 最 大 绝对 误差 是 5. 若 
用 这 些 数据 计算 三 角形 的 其 他 两 边 ， 问 所 得 结果 的 相对 误差 
是 多 大 ? 

解 ， 设 a 的 误差 为 Laq，| ha| <5， 再 设 a 角 的 对 边 是 &， 
邻 边 是 5， 那么 


G 一 C*gimna， ja sCOS A. 


i 


-tg oldl 5pe. 


一 300 一 


NN 


十 HP 居 


如 果 0<a< 工 ,那么 0< 志 ae<e 把 ma，a<5。、 上 面 的 结 

, 果 表 明 短 边 的 相对 误 益 较 大 ， 长 边 的 相对 误差 较 小 . 在 工 <a 
< 豆 时 ， 也 是 这 样 

(本 右 位 常用 对 数 表 里 所 列 的 对 数 ， 未 位 数码 都 是 经 

过 四 会 五 入 来 的 , 所 以 对 数 的 精密 度 是 1/ (2*109 .用 这 对 数 

表 时 ， 需 要 把 真 数 取得 精密 到 什么 程度 ( 即 误 将 不 超过 什么 


限度 )， 才 能 使 它 的 对 数 保 持 这 对 数 表 的 精密 度 (误差 不 突 政 
1/(2.10"))? ~ 


解 ， 函 数 y= 霹 z 的 微分 是 
Ws 可 M ，_ 0.4343 
| od 
所 以 
| 几 1< 训 ld， 


现在 要 求 | 田 | < 二 ,那么 只 要 


即 可 , 也 就 是 要 “的 相对 误差 不 超过 EE 


je 

成 者 说 = 的 误 问 | 如 | 不 超过 、a 是 位 妆 -6 <1、 这 

就 是 说 , = 的 误差 不 能 影响 的 最 末 位 , 即 是 4 位 全 要 正确 
真 数 若 不 是 前 ”位 有 效 歼 字 都 正确 ， 那 么 使 用 ”位 对 数 

天 计算 反而 有 害 ， 


上 


习 题 五 


1. 半径 为 7 的 圆 , 当 半径 改变 dr 时 ,面积 $ 的 改变 量 48 是 多 少 ? 求 
as. 

2. 计算 函数 4=e™' 在 t=0 虑 的 微分 , 并 求 曲线 在 C0, 四 点 的 切线 ， 

3. 下 列 (@) ,，(b),(0) ，(9) 四 图 的 曲线 是 函数 y==f(r) 的 图 象 . 了 是 
Fo 的 定义 域 上 的 一 点 ， 血 是 的 增 是 ， 试 标 出 7 在 < 点 的 培 
是 4 和 微分 dy, 并 说 明 它 们 的 正 负 ， 


LAE 


f+ Fa a 和 T z+ 
(a) 人 (9) 
图 《-18 
4. 在 直列 各 等 式 的 括 级 里 填 上 适当 的 函数 ， 
CD da) (3) 4( 0rdz; 
(3) al Yeoszdrs (al =sincdz， 
__ ar _ dr . 
《5) at ) -Ta 《67 ac ) -A 
(7) al y=adz, 《8) dl J)=302dx; 
(8) a  )=V dr; {10}) a( y=e? dp; 
Cy GC (12) dt )=e*dz; 
Vs 
(13) a( )= 写 ; (4) dc)=sin2rds, 
5. 求 下 列 函 数 的 微分 : | 
(1) y— 
.AD y= 4D (zz Vi 


(3) y= (112z 一 22)35 (4) y=tg*2; 
一 302 一 


1 
(5) Y=; (6) y=2 m3; 


{7) y=e*sin’ 7; (8) y=25”; 

(9) y=ch 3z; . (10) y=arctg es*, 
. 求 函 数 y 一 启 z 当 z 由 物 * 变 到 外 ?10' 时 
7 求 下 列 各 数 的 近似 值 : 
DD YI, (9 lgll; 


De 


《3) sin29°, 
8. 定 贺 内 的 弦 4B (图 生 19) 平移 很 小 一 段 
”距离 思 时 , 习 形 面积 改变 多 少 ? 
3. 当 |z| 很 小 时 ,证 明 
GD ViITzmtT+3i (9 Brer. 加 4-19 


10. 加 柱 的 高 是 中 厘米 ,半径 20 土 0.5 厘米 . 求 它 的 体积 与 侧面 积 的 
.相对 误差. 
11. 球体 积 相 对 误差 为 1%， 由 这 体积 求 半径 及 时 ， 问 共 相对 误 闪 多大? 


第 六 节 高 险 导 数 与 高 阶 针 分 
B.1 高 阶 导 教 


函数 y=f le) 的 导数 y= 了 (wm) 一 般 又 是 某 区 间 上 的 函 
数 ， 如 果 产 (%) 又 有 导数 ， 便 把 这 新 的 导数 [f(z)] 叫做 了 
的 二 阶 导 数 , 记 作 YY' 或 三 (ce); 

f" (2) =lim 所 十 < -0 

同 理 产 Ts (四 的 三 阶 寻 数 ， 记 作 或 媳 '(e)， 
一 般 来 说 ， 

定义 1 孙 数 了 (om) 的 n 阶 导数 了 "m(w) 是 mn 一 1 阶 导 数 
etz) 的 导数 ，9z>2 时 的 .Fo(z) 都 叫做 oO) 的 高 阶 导数 ， 


n 阶 导数 的 记号 还 有 -5 革 ，-3 大 ,人 


dp’ dr 

为 了 名 词 统 一 ， 以 前 讲 的 导数 万 叫做 Fo) 的 一 阶 导 
数 . kz) 本 身 有 了 时 也 称 为 堆 阶 导数 ， 显 然 %+5 阶 导数 
f9T9(s) 是 % 阶 导数 (wm) 的 上 阶 导 数 ， , 

导数 是 函数 的 变 率 ,所 以 产 江 (cr) 是 "(wm) 的 变 率 ， 在 
物体 的 直线 运动 8=f( 引 里 ，s' 是 速度 ，s" 是 速度 8 的 变 率 ， 
邵 是 加 速度 ， 

初等 顶 数 的 导数 ， 仍 是 初等 函数 . 所 以 用 以 前 讲 的 求 导 
法 能 求 初 等 范 数 的 任何 阶 导数 . 

【 例 上] YY=223 十 80 一 1 y=62+6%, y=12%+6, y'" 
二 12.， nn 之 4 时 y=0. 

有 些 函 数 的 各 阶 导数 之 间 有 固定 的 规律 ， 这 类 规律 应 该 
记 住 . 现 举 几 例如 下 ， | 

【 例 3】 y=w, y=nel, yy =n nv? 凡 当 天 天 及 
时 , gy? =n Dn b+ Do , 

n 若 是正 加 数 , ”一 n!， b>n 时 , y 中 一 0 

【全 3】 w=sin(bw+e), 


y=bcos(bste) 一 六 sin( io 十 o 寺 可)， 


y'' = b? coS (sr+c+ 玉 ) =6sin(bwt+ct+n), 


y= bY sin (Bo+et 竺 ). 
【 例 色 Ye 则 of 一 ae 一 


[M5] y=In(t+s), y -7s 


PP 工 ! trr 


2! 
rr A 
一 304 一 Ve | 


oo 


后. 乙 ” 莱 布 尼 兹 公式 
关于 西欧 数 之 和 4 十 0%， 及 常数 与 函数 之 积 Ow 的 高 阶 好 


数 , 都 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
OE 

(OW = Cu. 

关于 两 函数 4(2) 与 9(%) 之 积 
y=uv 
的 ” 阶 导 数 , 稍微 麻烦 一 点 . 现在 先 实地 推算 两 步 ， 已 知 
纪 一 00 十 207 

继续 微分 如 "一 4 十 2000 十 WO， 


y= 
这 两 个 结果 和 (w+o)*、(w 十 0)? 的 展开 式 很 相仿 ， 只 要 把 
(Gu 十 仿 ? 与 人 二 os 展开 式 里 改 9 的 方 指数 换 成 导数 的 阶 数 ， 
便 是 (十 20)" 与 (w 二 2)" 的 展开 式 ， 这 关系 对 于 任何 正 整 数 
nm 都 成 立 . 
定理 。 若 两 西数 uv 都 有 nn 阶 导数 ， 那么 
(Vu Ol Do! OW" + ,.. 
+Orw on 十 to， (6.1) 
这 叫做 菜 布 尼 效 公式 . 
【证 】 前 面 已 知 % 一 1 时 ， 公式 @. 二 成立， 现在 假定 
一 上 时， 公式 成 立 ; . 
(Www) = wy Oy 
Oi- Dg .+ (6.% 
右 端 每 项 的 导数 都 是 两 项 的 和 ， 两 项 共用 原来 的 系数 ， 第 一 


项 的 导数 升 高 一 阶 , 2 的 导数 不 变 ， 第 二 项 世 的 导数 不 变 ， 
9 的 导数 升 高 一 阶 ， 比如 .. 
(OR nD) f= OM s+ Dy 十 CRLE-DoO+T， 
(Oz: la Dt)) uk Ot Moat 


十 OR +2) 


前 者 右 端 第 二 项 与 后 者 右 端 第 一 项 是 同类 的 ， 合 并 在 一 
起 *， 得 
CO% OR we MD) OX eri Dt 
可 兄 (6.2) 式 右 端 微 分 之 后 , 合并 同类 项 , 得 
(uv) (x+1) tly Fri 十 ， 
+ OX 04 ot 
这 就 是 (6.1) 在 mn 一 # 十 1 的 情形 . 
所 以 (6.) 一 旦 在 w= 时 成 立 , mn 一 上 十 1 时 必然 也 成 立 ， 
《6. 卫 就 被 证 明了 . 】 
【 例 I 求 y 一 w*sine 的 10 阶 导数 , 
解 ， 令 4% 一 sing, v0 一心 . 2 的 三 阶 及 三 阶 以 上 的 导数 都 
是 零 ,所 以 莱 布 尼 效 公式 里 只 有 三 项 
go) i (sin 多) fd19) 《2 十 Clofein ») Co 
+ OF0 (sin go)G)(o2)7 


sin(e+ nm) m+10sin (e+ YY)'20 
+45sin(w+4w) .2 

= Sinw+20%009%+ 908inw 

= ee 


【 例 2】 求 yg 一 于 的 nn 阶 导数 . 


9 地 及 书 , 代数 第 四 和 第 一 章 $1.9 有 公式 CB==0%-4 十 Cm， 
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解 ，y 是 两 个 医 数 4=w", 2= (T 十 四 于 的 乘积 。 
2 nn 1) (k+l), 


vw 《一 1 大 
Ga 


OR 汪 {《 pa 1) Kn 10O% 
代入 莱 布 尼 兹 公式 


们 一 -了 工 _ on a 
Mol DE er 


[ry 。 
(1+w) “ti® 


n @" 
+ (Dor 


本 一 


"1 rc YY 1! 
I+s bs | Cie 
加 果 不 用 莱 布 尼 兹 公式 , 还 可 忆 进 行 如 下 ， 


om ~1、 3 , Vn-1 __1\n 1 
和 1) 上 


所 以 
YO [or ett DD (TH) 


Or is。 (—Dmn! ml 
十 《 ) {1+w Lo {1++w n+l1la 


从 .人 参数 方程 之 下 的 高 附 导 数 
当 遂 数 由 参数 方程 本 
w=g(t), y= (0) 
给 出 时 , y 对 于 w 的 导数 (§ 4.4 是 
Ps wt) 
CO 
求 Y 对 于 ww 的 二 阶 导数 ， 就 是 求 y' 对 于 4 的 导数 ， 应 该 将 
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一 一 一 一 一 一 一 一 am， 


wc 一 p(t) 和 (6.3) 看 作 一 组 参数 方程 ， 再 按 $ 4.4 的 方法 求 导 


Do Dp DY 
[po 0 : 


(6.4) 


如 果 求 y 对 于 zw 的 三 阶 导 数 ， 又 应 该 将 x=p(t) 与 (6.4) 看 作 
一 组 参数 方程, 进行 演算 . 

关于 从 参数 方程 求 高 阶 导 数 没有 很 好 的 简便 方法 ， 

[ 例 】 设 c 一 才 yy 一 #9, 求 -9 


dvs * 
县 
dy 3 
解 : ‘de dy 2 ”名 ft， 
dt 
a (3, 3 
人 
at 
8 
dy dt (加 ) 4 3 
de EE 2 Bs" 
dt 
”6.4 隐 背 数 的 高 阶 导 数 
假设 方程 
Fw, Y=0 (8. 5) 


能 确定 隐 函 数 y(e). 从 这 方程 求 办 (zx), 需要 将 (6.5; 对 2z 求 
次 导数 ， 每 次 求 导数 必须 识 住 Y 和 它 的 各 阶 导数 都 是 2 的 
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沙 数 . 从 所 得 的 个 等 式 消去 Y', 六 ，…，Y" ,然后 解 出 
来 , 这 便 是 所 求 的 导数 . 
【 例 谍 设 由 方程 

号 + 委 =1 (6.6) 


确定 了 y 是 o 的 画 数 . 求 
解 ， 把 (6.6) 对 于 « 求 两 次 导数 ， 


语 + 六 y =0, 


1 训 十 高 yy 十 - i gf 一 0。 


内 这 两 人 等 式 消去， 得 
用 boa+esp 一 o282 化 简 , 解 纺 ,得 
a 
读者 可 以 由 (6.6) 解 然后 按 蚂 本 数 求 两 次 导数 ， 将 结 
果 核 对 一 下 . 
[ 例 2 车 方 各 


oy 十 的 一 0 
确定 y 为 的 隐 函 数 , 求 y ， 
解 ， 将 所 设 方程 对 于 w 求 两 次 导数 
2 十 ol 十 bg = 小 {6.7) 
2y' + ry" +ery? iery" =0., (6.8) 
由 (6.7) 解 得 多 = 一 (er 十 2), 代入 (6.8), 得 
(二 )+e 起 Ty 


由 此 


2 2 一 2 
oy 8 十 必 (Ey 十 w)? 0+) 
» Eh 2a0y — 0 (y’ —2y) 
所 以 Y 《8 十 好) 
B.S 离 阶 微分 


高 阶 微分 的 定义 和 高 阶 导 数 相 优 ， 范 数 9g= 了 (o) 的 二 阶 
微分 是 @9 的 微分 dldy)， 记 作 d3y， 二 阶 微分 dy 的 微分 
dldy) 岂 做 了 (wm) 的 三 阶 微分 , 记 作 dy. 

定义 2 函数 y=f(w) 的 nn 阶 向 分 Vy 是 -1 险 人 分 
Gy 的 微分 d(d"-1y). 

若 问 d*y 如 何 表示 ， 应 该 园 亿 gg 的 定义 ，dy 二 f(z) dw， 
这 是 z 与 de 的 函数 ， 其 中 与 吧 的 变化 各 不 相干 . 这 范 数 
的 结构 是 一 种 固定 形式 : 

(函数 对 于 = 的 导数 ) x ( 自 变 量 的 微分 ) .。 
所 以 Gy=Qldy) 应 该 是 ， 
. (dy 对 于 的 导数 ) x ( 自 变量 vw 的 微分 }， 
但 是 (dy)'==[f'(e)dz]'= 了 "(w)dw， 所 以 
dy=f" (%) (dm) ’. 
为 了 便于 书写 ， 通 常 把 (dw) "写作 dxx， 那 么 二 阶 微分 的 写法 
便 是 : 
dy=f" (vw) de 
如 此 类 推 ，d*y 一 "(wp)de?, dry 一 fm(w) dm"， 这 就 是 说 : 
”函数 的 m 阶 微分 等 于 函数 的 m 阶 导数 与 自 变量 微分 


的 % 次 办 的 乘积 ， 
为 了 名 词 统一 , 函数 f(@) 的 微分 Qf (2)， 也 叫做 一 阶 构 分 . 


【 例 1 因为 y~sine 的 mn 阶 导数 是 sin w+- 可 ), 那 么 
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"gy = sin ( 十 人 2 荆 ) Cn _ 


凡 答 分 痢 是 无 穷 小 ,只 要 Fo 人) 六 0, 那么 @7(o) 便 是 加 
的 nm 阶 无 穷 小 ， 这 因为 dry 与 dwr 之 比 是 与 gm 无 关 的 画 数 
Ho 人 

"0). 


这 也 说 明 % 阶 导数 为 什么 采用 -了 如 作 记 号 ， 同 时 把 高 阶 导 
数 叫做 高 阶 徽 高 , 也 就 很 自然 了 . 
复合 函数 的 一 阶 微分 的 形式 有 不 变性 人 5.3), 但 高 阶 微 
分 没有 这 种 优越 性 .假设 
yf v— pw). 
则 dy=f' ds=f Lp) p(w) dr. 
按照 二 阶 导 数 的 定义 dy = (dy)'dz. 现在 
(dD)'={f [ov) py (wv) ade} 
={f"[9 (m1 [Ip (2) +F' [p(s) 1g" Cw) }ae. 
dy=f" [p81 [Lp (2)J ds’ + Ly CD] (v) do? 
一 大 WW ae tf (WR. 
比 起 4 为 自 变 量 时 的 二 阶 微分 了 "(ww) qa 多 了 一 项 了 (ww) dw， 
其 原因 就 是 ggy 中 的 dd 不 是 常量 而 是 的 函数 . 三 阶 微分 的 
形式 还 要 复杂 些 : 
Gy = f" (WW du + 3f" wo) dd + f° (ee) du. 
车 将 上 边 求 得 的 By, Gy 分 别 除 以 go， de， 则 得 


OE) + 
A 


一 311 一 . 


-一 -mm 一 一 -一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 -一 re 


读者 可 以 从 y= 了 (w),u=g(w) 按 复合 函数 家 接 求 -< 


dw 
dsy 1 
-各 ,验证 上 面 的 结果 ， 
dy 一 2oadc， dy 一 2002. (6.9) 
当 w 又 是 上 的 函数 时 ， 例 如 gw 一 sint 加 那么 
& 一 Sin2f， 
从 而 
dy=sin2t adi, dy 一 2c0824dt2. (6.10) 


但 是 如 果 将 %=sint 代入 (6.9), 得 
dy =—sin2tat, dy=2co0gst at, 
第 一 个 结果 与 (6.10) 相符 ,第 二 个 不 符 , 其 中 缺 了 一 项 
六 (op=2r (—sintadt’) = —2 ginstd 
【 例 3] 设 y=w(z) wv(wm)， 其 中 以 (zw)，w(w) 都 有 % 阶 导 
数 , 求 a"y. 


解 ， 已 知 

gj 一 CU 十 OO + OW Dy Or) 
所 以 dy =y Vda 

= (dw vt Ol dn- dv 
+ Mv) dw + Odny. 
习 六 
1. 4 一 1 一 妨 一 2 求 扩 人 2. f(z) = (z+10)s， 求 了 7"(9)， 
3. Y=20097, 求 y yr 4， KZ) 一 cas 1 求 少 (0)， 
Co Qa! 

5. Y=22lnz, 求 YD, 6. p=asin2y, 求 志 7 
7 me+ 妨 一 总 求 7 
8.z 一 1 一 jy=t 扣 求 弄 Gy 人 


yf 
dr’ dar’ dm" 


WW 


9. 设 z=VITT，y~VIT， 求证 借 ~~ 芒 ， 全- 去 ， 
10， 求 下 列 曲线 在 指定 点 上 的 切线 及 法 线 方程 ; 
(1) z=20', y=e™! (t=—0); 
3at 3at? 
(WD TI 
11， 试 证 
(exe Bin Ba (py 一 ezs fsn Bz [> 二 A ap-3B9 


让 ape] 


+ cospBz [mep 03B3 + 小 . 
12， 试 证 
@lis 


(zlelis) tn) 一 《一 卫 n rT, 


[提示 ， 用 数学 归纳 法 证 明 ， 证 明 中 注意 


(zx"et’s) 《中 二 = [ 《xzn EL 导 rn) 


及 (e328117) o=|(-D"- |] | 
13. y=Y7, 求 dv. i4. y=(z 二 1)*(z 一 1)?, 求 2y， 
15. y=4”, 求 d2y, 16. y=arcte (= 过 2 ), 求 2y. 


17., ym Vr 4, 求 dy, 18. peossg 一 aaginap 一 0 求 Bp, i 

19. wi ty ead, 求 cy， 

20. y= 了] 二 太 ,x 一 霹 求 是 介 用 = 和 da 者 示 ; 2) 用 上 和 十 表 
示 ， 


第 四 章 小 结 


本 章 的 标题 包含 导数 及 微分 两 个 概念 ， 丽 实际 上 导数 居 
主要 地 位 。 导数 是 一 种 固定 格式 的 极限 ,介绍 了 这 个 概念 之 
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wep cr 


后 , 几乎 有 三 分 之 二 的 篇 幅 足 推导 导数 公式 。 每 步 推导 要 根 
据 极 限 运算 的 定理 , 这 些 定理 都 是 用 s-8 定义 论证 的 , 因此 可 
以 说 本 章 内 容 是 前 章 理论 的 一 次 集中 应 用 . 

没有 s2 ->1 (wm->0) 就 不 能 建立 各 种 三 角 函 数 的 导数 


公式 ; 必须 有 e 的 定义 才能 证 明 对 数 函 数 以 及 指数 函数 的 导 
数 公 式 ; 反 三 角 函 数 的 导数 都 是 反 晴 数 导数 公式 的 推论 、 这 
是 一 切 基本 导数 公式 的 三 个 关键 性 理论 . 复合 函数 的 导数 与 
导数 的 运算 公式 ， 是 拓展 导数 的 工具 ， 导 数 的 效能 也 因此 扩 
特别 是 复合 医 数 概括 的 范围 很 广 , 对 于 复合 函数 的 导数 

该 对 以 足够 的 注意 .我 们 在 主要 导数 公式 表 里 , 痢 按 复合 西 
0 就 是 从 这 观点 出 发 的 . 

微分 学 的 理论 都 是 从 鲁 数 的 局 部 着 扯 的 函数 在 一 点 近 
游 的 宪 现 ， 和 这 点 上 的 切线 的 表现 差不多 。 切 钱 是 一 次 函数 
的 图 浓 , 一 次 血 数 的 性 质 很 容易 认识 ， 为 了 用 切线 代替 曲线 ， 
才 产 生 导 数 的 概念 ， 有 了 导数 就 能 象 外 理 一 次 函数 那样 容易 
地 处 理 些 线 的 问题 (尽管 说 适用 的 范围 很 小 ) .一 一 导数 大 于 
老 则 函数 上 升 ; 导数 小 于 零 出 函数 下 降 . 切线 的 微分 是 函数 增 
量 的 很 好 的 近似 值 . 这 都 是 导数 提供 的 方便 .导数 与 微分 的 区 
何 解 释 , 说 明了 其 中 各 无 穷 小 的 内 在 联系 ,也 能 帮助 我 们 记忆 
人 它们 的 关系 . 

参数 方程 的 高 阶 导数 虽然 不 容易 计算 ， 可 是 参数 方程 在 
物理 上 用 人 较 多 , 尤其 在 三 维 空间 的 基线 上 用 得 较 多 . 这 里 仅 
就 平面 曲线 作 了 初步 的 介绍 ， 可 以 作为 以 后 讨论 空间 曲线 的 
初 阶 ， 高 阶 导数 与 高 济 微分 是 给 以 后 的 理论 作 准 各 的 . 

本章 前 言说 : 导数 是 研究 函数 变化 规律 的 工具 , 人 
没有 正式 接触 这 问题 , 等 到 第 六 章 再 讲 。 
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中 值 定理 


第 一 节 中 值 定理 


有 了 导数 便 可 以 讨论 函数 的 一 些 性 质 ， 但 是 不 能 作 深入 
的 讨论 ， 所 以 我 们 把 可 以 进行 的 讨论 推 后 一 步 ， 放 在 本 章 之 
末 . 

本 章 所 讲 的 内 容 , 是 讨论 函数 性 质 的 重要 理论 , 有 了 它们 
才 可 以 很 好 地 讨论 函数 的 性 质 . 

不 要 以 为 泪 数 的 性 质 无 非 是 上 升 、 下 降 、 有 界 、 无 界 连 
续 间断 等 等 ， 比 如 要 问 30” 附近 的 角 的 正弦 该 怎样 计算 ? 正 
终 玫 是 怎 祥 制 成 的 ? 这 类 好 象 不 属于 函数 性 质 的 问题 ， 却 带 
”要 由 函数 的 性 质 来 解决 ， 本 章 的 理论 就 承担 着 这 样 的 重要 任 
务 、 虽 然 在 此 不 是 要 讲 造 表 法 ， 而 造 表 法 的 根据 却 在 这 里 ， 
仅 这 一 点 就 可 以 理解 这 一 章 内 容 的 重要 性 了 . 


1.1 费 尔 马 定理 


定理 1 假若 和 函数 fw%) 在 oo 的 邻 域 入 (wo, 相 里 有 定义 ， 
而 且 在 这 邻 域 里 恒 有 
7(o)<yleo) 或 Fo)>feo)， 
又 扬 (m) 存 在 ,那么 了 (wo) =0. 
这 叫做 党 尔 马 (F6rmat) 定 理 . 
【证 】 由 于 六 zo 存 在 , 必然 
4 (m0) = fi (oo = ff" (wo). 
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TE 


这 里 记 (wm0) 及 六 wo) 分别 是 函数 在 mo 点 的 右 导数 和 左 时 
数 ， 
如 果子 (四 窒 关 (co ;那么 对 于 (zeo， wo 十 他 里 的 一 切 w, 有 
7 四 -fo 


而 一 wo 
因此 
foo) flo0) lm fo, dD) 


这 因为 假 车 不 然 , 而 4 (zo) >0 的 话 , 当 ”一 co 足够 小 时 ， 根 
据 第 三 章 $1.8 定 理 6 推 论 ， 将 要 [Ff(%) 一 f (2%0)]/ (一 ao) 
>0， 这 时 因为 > 一 和 >0 势必 了 (ew) 一 了 (zo) >0， 这 与 假设 矛 
盾 . 
同 理 ， 
f' (m0) 一 广 (oo) = limf Co) (0) 0. (1.2) 


比较 蕊 .1 入 .2) 两 式 ,必然 了 (wo) =0. 
在 入 (wo, 6) 内 恒 有 f(w) > 六 co) 的 情形 的 证 明和 这 相 
仿 . 了 
定义 工 函数 了 (wm) 在 六 (wmo, 纺 内 重 能 满足 
了 Ge) Ef wo) 
时 , 就 说 f(@) 在 wo 点 取得 极 大 
值 《wo); 如 果 在 六 (oo 3) 内 重 
能 满足 
fm) >f (v0), 
0 * 就 说 f(z) 在 w 点 取得 板 小 伞 
| 了 了 (wo). 极 大 值 与 极 小 值 合 欧 
国 极 值 . 
费 尔 马 定 理 的 几何 意义 是 ， 光 滑 曲 线 y=f 了 (lw) 在 wo 点 取 
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得 极 大 值 或 极 小 值 时 (图 1)， 曲 线 在 (wo, jco)) 点 的 切线 
一 定 平 行 于 & 轴 . 


工 .人 多 尔 定理 


定理 2 假若 函数 je) 在 闭 区 间 [a, 3] 上 连续 ， 在 开 区 
间 (a, 5) 内 有 导数 ,f(a) = 了 (5), 那么 至 少 有 一 点 mwE (a, 5)， 
使 得 六 (wo) =0. 

这 嘎 散 及 尔 (M. Rollo， 1652 必 1719， 法 国 数学 家 ) 定理 
他 让 已 提 出 这 定理 时 ， 第 
三 条 假设 是 f(a) ~ 了 (2) 
一 0， 这 提 法 虽然 特殊 一 
些 , 但 是 用 处 并 不 少 . 这 定 
理 的 几何 意义 是 ;y= 了 (w) 
的 图 象 (图 5-2) 是 光滑 曲 
线 时 ， 它 在 纵 坐标 相等 的 A 
两 点 4(o, f(@))、B(6, 了 (6)) 之 间 的 一 段 上 ， 罕 少 在 一 点 
Clwo, 了 (mo)) 的 切线 平行 于 vw 轴 , 其 实 也 就 是 平行 于 4B. 

【证 】 因为 fo) 在 fa, 8] 上 连续 ， 那 么 fe) 在 [a, 5] 上 
能 达到 最 大 值 M 与 最 小 值 m( 第 三 章 § 4.1). 

如 果 收 =m, 那么 fCe) 在 ta, 妇 上 是 常数 , 疡 (o) 在 (a, 3) 
的 每 点 上 等 于 零 , 于 是 每 个 点 可 以 作为 定理 结论 里 的 wo 

如 果 性 >m, 那么 f(e) 在 [a, 5] 上 不 是 常数 , 开 及 加之 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 f(a) 及 了 (5), 于 是 (a, 5) 内 至 少 有 一 点 
wo 使 得 f(xo) = M 或 jeo) mm. 根据 最 大 值 ( 最 小 信 ) 的 
意义 ,对 于 (a, 8) 内 的 任何 %, 一 定 有 

Fo) <f(wo) (或 (2)>f (eo)). 

已 知 f(w) 在 (a, 5) 内 有 导数 ， 因 而 了 '(wo) 存 在 ， 根 据 章 尔 马 
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定理 ,必然 用 (oo =0. 
定理 的 三 个 很 设 条 件 。(D) f(s) 在 [a, 如 瞎 续 ， 

下) 在 (a 四 内 存在 ，(3) f(a) = 70， 缺 了 任何 一 条 都 能 
举 出 实例 , 说 明 找 不 到 mE (a, 如 使 得 产 (zo) = 0 
fo -位 ， 缺少 第 一 条 假设 

f() - jal， 一 1<w<1， 缺 少 第 二 条 假设 

f(0) -wo， 0<o<1， 饼 少 第 三 条 假设 ， 
都 不 能 在 各 自 的 定义 域 里 找到 满足 oo) 一 0 的 zo， 但 是 这 
三 个 假设 条 件 仅 是 充分 的 ， 不 能 说 有 om 使 尹 (zo) = 0 便 保 证 
7 (具备 这 三 个 条 件 。 基 至 可 以 举 出 三 个 条 件 都 不 成 立 的 函 
数 , 却 在 定义 域 里 有 wo 使 疡 (wo) =0， 例 如 


sin w, 0<w< HE, 


了 (8) 一 
CO 多 ， -到 <o<-5z 


在 *= 卫 与 "一 z 的 邻 域 里 , 都 满足 费 尔 马 定理 的 条 件 ,所 以 
下 (到) ~ 了 "(wm) 0, 然而 不 具有 罗 尔 定理 的 任何 假设 条 件 . 


这 说 明 费 尔 马 定理 需要 前 假设 条 件 弱 , 从 而 应 用 范围 广 ; 
而 罗 尔 定理 需要 的 假设 条 件 强 ,从 而 适用 的 范围 小 ， 但 是 前 
者 的 假设 条 件 不 如 后 者 容易 识别 . 
”第 三 章 §4.1 的 定理 1 根据 确 界 的 性 质 , 已 经 断定 闭 区 
但 上 的 连续 函数 必 有 最 大 值 与 最 小 值 ， 那 么 只 要 了 (w) 存 在 ， 
岂 不 就 可 以 根据 费 尔 马 定理 推 得 存在 wo， 使 得 (vo) =0 了 
吗 ? 但 是 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 可 能 出 现在 区 
间 的 端点 上 ， 这 就 不 符合 罗 尔 定理 前 目的 了 ， 现在 使 7(w) 
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等 于 于 及 如 的 点 各 有 一 个 ， 可 能 有 一 个 是 区 间 [4, 8] 的 端 
点 , 但 是 只 要 形 关 mm, 另 一 个 一 定 不 是 端点 ,因而 属于 (ac, 纺 、 


1.3 拉 格 朗 日 定理 . 


定理 3 如 果 函 数 f《%) 在 闭 区 间 [4, 四 上 连续 , 在 开 区 
间 (a, 8) 内 有 导数 , 那么 至 少 有 一 点 woE (a, 5) 使 得 
CD) 一 站 (ao) = (m0) (一 四 ). 1.8) 
这 叫做 微分 学 的 中 值 定理 ， 也 叫做 拉 插 朗 日 (JI Lag- 
range, 1786~1813, 法 国 数学 力学 家 ) 定理 .这 定理 的 假设 条 
件 比 罗 尔 定理 少 了 了 (a) = 了 (3) 一 条 , 结论 是 
Flo) -L010, 


也 不 同 于 罗 尔 定理 的 产 (zo) = 0， 从 几何 上 说 ， 邯 是 在 4(q 
f(@))、B(8, 了 (5)) 间 的 光滑 曲线 上 一 定 有 一 点 C (wo, 了 (eo)》 
的 切线 (图 5-3) 平 行 于 4B. pp 

为 了 理解 这 定理 的 内 在 
联系 , 先 用 几何 分 析 一 下 ; 假 
设 C 点 的 纵 坐 标 与 4B 交 于 
B,CDILABFD, LECD 
是 定 角 ， 等 于 4B 的 斜 角 a 
C 了 一 CDseoa， 团 线 4C 
上 和 任何 一 点 王 都 有 这 样 的 性 质 , 例如 PR= PQseoa. OD 是 
AB 与 弦 4B 间距 离 的 一 个 极 值 (因为 切线 COTY 4B)， 那 么 
C 了 8 是 曲线 各 点 纵 坐 标 被 4B 所 截 线段 的 一 个 极 人 ao 是 决 
定 这 极 值 的 寞 坐标 。 那么 现在 如 果 有 一 个 函数 p(o) 能 表示 
OB、PR 这 样 的 一 切 组 段 之 长 ,问题 就 容易 解决 了 . 

假设 卫 点 的 横 坐标 是 w ， 纵 坐标 到 书 一 站 忆 十 P，、 而 
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MAR 是 直线 4B 上 刀 的 纵 坐标 ， 只 要 有 了 4B 的 方程 , 就 能 
计算 MR 之 长 . 而 4B 的 方程 是 
yf (9) =O/ (wa), 


所 以 
MR=f (0) +H (vo). 


从 而 RP 之 长 等 于 
plo) =f 0) —f (0) — LE (oo). 


使 p(w) 取 得 极 值 的 zo, 就 能 使 曲线 在 (eo, 了 (vo)) 点 的 切线 平 
行 于 AB. 
【证 】 作 辅 助 函 数 p(o)， 
flw) 在 [a, 8] 上 连续 
ed 网， 之 p(n) 在 [a, 5] 上 连续 . 
flw) 在 (a, 人 上 有 导数 
i 上 上 认 如 数 ] 一 ?中 在 (@， 5) 上 有 导数 . 
经 过 计算 知道 p(a) p(B) =0， 
g(@) 具 备 了 罗 尔 定理 的 假设 条 件 , 所 以 有 一 点 moE (a, 下 ,使 
得 y (wo) =0。， 划 是 
f (00) ~ LLY -0 


移 项 后 在 等 式 两 端 疝 弱 以 8 一 a 即 得 (1 .8). 了 
公式 民 ,3 有 儿 种 不 同 的 守法， 写 详细 一 点 应 该 是 
f 8) 一 Fo =f v0) (Bb—a), a<wmo<b, 
如 果 8<a, 就 应 该 写作 
f la) —f 0 = (m0) Cad), Lb<mo<a, 
只 从 上 边 两 个 等 式 来 说 ,实际 没有 不 同 (一 个 的 两 端 都 变 号 就 
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是 另 一 个 )、 不 同 的 只 是 a.5、w 的 不 等 关系 ， 所 以 往往 把 两 
种 情形 合并 为 

了 (6) 一 f(a) = 了 (wo) 8 一 0)， wo 介 于 4.5 之 间 . 
或 者 写作 

£5) —f (a) 一 六 (aa 十 有 5 一 G)) (pb—a), 0<D0<1. 
b>a,Wa<a+db oa) <6 <, 则 2<ao0G 一 小 <w. 用 
一 个 9 可 以 概括 两 种 情形 。 如 果 命 各 = 一 a, 又 可 以 把 上 面 
的 等 式 写作 

(BTTLdo) 一 Fo 一 站 (0 二 Pd de, Ob<l1, (i. 

推论 1 设 Fo 在 (c, 念 肉 户 (的 拓 0， 则 Fo 在 (2 
内 是 一 个 常数 . 

【证 】 设 定点 eeE Ca, 5), % 为 (a, 6) 内 任意 一 点 .根据 
拉 格 朗 日 定理 | 

Fe) 一 FecD =f mim)) (2—w), 

因为 所 (wi 十 9(w 一 01)) 一 0, 必然 Fe) 一 Fe =0. 即 是 (a, 5) 
肉 任 一 点 上 的 函数 值 都 等 于 fc)， 了 

推论 2 ”假若 两 范 数 Fe) 及 7(o) 在 (ac， 纪 内 满足 户 (om) 
拓 久 (o), 则 在 (z， 人 内 Fo) 一 g(w) +C, 其 中 是 常数 . 

【证 】 f'(v)=9 全 [fo ~g(0)]'=0. 
根据 推论 1, 知道 了 (2) 一 g(z) = 口 , 即 是 

fio) =g(0) +0O. 1 

拉 格 遍 日 定理 的 两 个 俱 设 条 件 缺 一 不 可 ， 读 者 自己 可 以 
设计 两 个 反例 .这 两 个 条 件 也 只 是 充分 的 . 

拉 格 朗 日 定理 是 数学 分 析 中 重要 定理 之 一 ， 以 后 用 它 的 
地 方 很 多 ,在 近似 计算 方面 也 有 很 大 的 应 用 价值 ， 把 公式 
(I.3) 改 成 红 . 钨 之后, 显然 (z+94w) do 是 函数 增 量 的 正确 
值 , 所 以 这 定理 也 叫 向 增 量 定理 ， 红 .3) 岂 做 增 重 公式 ， 一 次 
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函数 的 导数 是 常数 , 在 赠 量 公式 里 无 需 确定 oo 的 俏 ， 当 太 (e) 
是 二 次 函数 时 ,很 容易 证 明 公式 里 的 zw= 二 (za+ 荔 或 6- 王 ， 
除 此 而 外 ， 没 有 确定 m 的 好 方法 ， 假若 对 于 一 般 画 数 也 取 
mo 一 亲人 + 及 或 6~ 半 ,公式 虽 不 绝对 正确 , 但 当 5 一 很 小 
时 , 仍 有 相当 高 的 近似 程度 , 所 以 

FO SO HF (SF) Bo). 
因而 可 以 说 , 用 (a, 5) 间 的 直线 

y=f +f (SF ) 00) 


-上 的 点 的 纵 坐标 代替 (a, 妨 间 曲线 Y -下 ) 的 雏 兴 标 误差 很 
小 .只 要 a+ 如 E (a, 相 , 便 有 近似 公式 
z fat so) sf (+ (Se ) do 
【 例 】 己 知 In781=6.66058, 在 [781, 789] 内 求 In 782 
及 In788， 这 可 以 利用 (1.8) 取 4a=781, 5=789， at) 
一 785, 如 分 别 为 1 及 2， 于 是 
1 
In 782~In 781 + *t 
=6.66058 十 0.00127 
一 6.66185. 


1 
in 733~3In 781 + 3585 xX2 


一 6.66058 十 0.002534 
=6.66312. 


五 位 自然 对 数 表 里 ,这 两 个 对 数 是 6.66185 和 6.66313, 
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1. 生 柯 西 定理 


定理 和 假若 两 函数 fo) 与 9(e) 都 在 闭 区 间 [c,， 妇 上 连 

续 , 在 开 区 闻 (a, 5) 内 有 导数 , 并且 g'(%) 天 0， 那么 至 少 有 一 

点 soE la, 5), 使 得 
(WD -fla) _ Ff (wo) 

0 i 

这 叫 散 柯 西 (0. Qauchy, 地 89~1859, 法 国 数学 家 ) 定理 ， 

也 是 一 条 中 值 定理 ，《L. 国 叫做 柯 西 公式 ， 如 果 9o =%， 

(1.5) 就 是 拉 格 朗 日 公式 .所 以 拉 格 朗 日 定理 是 柯 西 定理 的 

特例 ， (1.5) 右 端 是 两 个 函数 在 辣 一 点 的 导数 之 商 。 在 前 面 

参数 方程 的 导数 公式 里 和 直到 过 这 样 的 分 式 ， 这 启发 我 们 想到 

(4.5) 可 能 与 参数 方程 确定 的 函数 有 关系 . 姑且 把 图 5-3 的 
曲线 的 参数 方程 看 作 是 
w=-g(), y=f(0. 

那么 [f(5) 一 f(Q)] /Eg(6) 一 g(q)] 便 是 割 线 4B 的 斜 这. 

六 '(to) fg' (io) 是 曲线 上 一 点 的 斜率 . 以, 闭 的 几何 意义 与 (1.3) 

一 样 


前 面 为 了 证 明 (1.3), 从 瘟 线 y=f( 咏 各 点 的 纵 瞧 标 减 去 
割 线 4B 上 对 应 点 的 纵 坐 标 , 就 把 问题 归结 为 罗 尔 定理 了 .我 
们 再 按 这 个 想法 试 试看 ， 现 在 曲线 的 纵 伦 标 是 y= 了 (), 直线 
4B 的 参数 方程 是 

ee 


yf(0) FE fe) Co ga 
yf (0) + (9 ~g(0)), 
所 以 线段 ERP( 图 5-3) 之 长 应 该 表 示 为 
TFA fF AD 去 
-OO pe G0). 
83283— 


那么 使 了 G) 取 得 极 值 的 点 , 便 是 使 切线 平行 于 4B 的 点 ， 

[证 】 首先 证 明 女 .总 的 左 端 有 意义 ， 即 是 证 明 g(?) 
号 ga ， 设 车 不 然 ,而 是 9(5) =~y(la), 那么 gC%) 满 是 罗 尔 定 
理 的 一 切 假 设 条 件 ，g'(o) 将 在 (w,， 分 的 某 点 等 于 零 。 这 与 候 
设 矛盾 . 

作 辅 助 函 数 

Fo) =f (0) -Fa)-- 了 0 四 一 ga1. 
根 容易 证 明了 (四 在 fa, 了 上 连续 , 在 (4, 了 ) 内 有 导数 , 了 (4) 
一 及 (0) =0， 根据 罗 尔 定理 知道 , 至 少 有 一 点 Ww& (a, 站 使 得 
JF'《wo) 一 0, 即 是 

， 一 ray ， 
f' (ae) -3 geo =0. 

从 而 民 . 纪 成 立 ， 目 
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1 假若 费 尔 马 定 理 中 的 xo 是 区 阅 的 端点 ， 试 举例 说 明 这 定理 的 结论 
| 未 能 成 立 , 
2. 候车 在 病 尔 马 定理 中 , 了 (站 zo 点 的 导数 是 无 穷 大 ,证 明了 2) 在 
z 的 左 , 右 导数 一 定 是 + o 与 一 各 在 一 例 。 
3. 验证 罗 和 尔 定理 对 下 列 兄 数 是 否 成 立 : 
{1) yr— [7], Ore1; 


并 
0, z=0, 
(83) y= (£—3) (2 一 人，3< 区 
全 . 试 证 方程 必 一 3x?+c=0 在 区 闻 [9, 1 内 不 能 有 两 个 不 同 的 实 根 ， 
其 中 。 是 实数 ， 


5、 候 设 区 间 [ 竺 ,部 | 上册 线 y~1eos zi 的 两 个 端点 是 4、B， 这 时 为 


2 2 2 
《2) |， Sin 一 ， -TO 及 0<zSs 
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什么 没有 平行 于 4B 的 切线 ? 拉 格 朗 日 定理 的 哪 条 假设 不 成 立 ? 


“假若 f(z) 在 区 间 [a, 妃 存 在 着 有 界 的 导数 , 试 证 (7) 在 [4, 5] 上 


注 足 条 件 
[fr Fo) eT "|. 
其 中 工 是 常数 ,z', x” 是 [za, 8] 的 任意 两 点 ， 


， 用 拉 格 朗 日 公式 证 明 不 等 式 : 


(3) Jainz—sin gy| < ls-—y)} 


郊 
(2) TT < 人 (L+2ZD <r, Zz>0; 


(3) 车 zz0, er>1+4( 分 2>0 及 z<0 两 种 情形 证 明 》. 


. 由 F(z+dz) 一 Fo 一 (cz+bd4d (0<9<1), 求 函数 9=9 (x 


A) ,已 知 
(1) f (2) 一 4 十 DT (aF0); 


三 二 
(2) f(r) x 
(3) f(t) =e". 


， 对 于 下 列 胡 数 写 出 拉 禄 朗 昌 公式 


7 了 GD) -f= 了 (r0) 地 一 9)， 


并 且 求 za: 
《1 了 (四 一 0843， a<r<b; (2) fo) marctgz, Oarel. 
第 二 节 洛 必 达 法 则 
之 .1 不 定式 
依照 极限 的 运算 法 则 求 某 些 函数 的 极限 ， 时 常 遇 到 几 种 
奇怪 的 结果 , 例如 
Im 二 In 
lim ln lim ¢ In 2， 
+ 这 一 侯 C—O ctew Pg 
2 


所 


lim [se0 0 =i:51] 


如 时 按照 运算 法 则 或 复合 函数 的 极限 来 计算 ， 这 些 问题 的 答 
案 将 是 ， 
昌 
人 
这 些 都 叫做 不 定式 .究竟 这 些 极限 是 否 存在 ?是 什么 数值 ? 必 
须 另 想 办 法 去 解决 . 
根据 柯 西 公式 ， 可 以 利用 导数 推 证 一 些 方法 来 解决 这 类 
问题 , 这 就 是 下 面 朗 讲 的 洛 必 达 LL’ Hospital, 1661~1704, 法 
国 数 学 家 ) 法则， 


0,coe，00，1”，ceo0，co 一 co. 


2.2 .0 型 不 定式 


发 生 这 种 不 定式 的 情形 有 两 种 ， 一 种 是 在 自 变 量 趋 于 有 
限 数 时 发 生 的 ; 另 一 镍 是 月 变量 趋 于 无 穷 时 发 生 的 ， 先 ! 讨论 
第 一 种 情形 . 

定理 1 假设 承 数 Jo) 和 gf(z) 在 点 的 空心 邻 域 外 (ww 
副 内 有 定义 , lim f(z) 一 lim g(%) 一 0 (2) 与 9 (%) 在 名 (a， 


4) 内存 在, 9 (e) #0, 并 且 lm ne 存在 (或 是 co)， 那 么 


Tc) f'(0) 
lim 了 存在 并 且 等 于 lim 记 3)、 


【证 】 为 了 叙述 方便 , 先 在 a 点 的 右 邻 域 la, 4 十 5) 里 证 
明 这 定理 . 

(6)、g'《%) 存 在 ,%E (4,4 十 6) 地 (wm)、g(m) 连 续 ,w€ (aq， 
a 二 5)， 用 lim f (w) —lim g(%) 一 0 定义 f(@)==g(a) =0， 邓 
么 fw)、g(w) 在 [4, 4 十 了 ) 内 连续 ， 对 于 任何 CE [a, 6+6)， 
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7(z) yto) 在 闭 区 间 [c, 四 上 满足 柯 西 定理 的 一 切 假 设 条 件 ， 
于 是 (&, 2) 内 总 有 一 点 6, 使 得 

fF) Fo 一 fa) je 

gc) gg gg Ce) 
当 z->4 时 , 夹 在 4 与 4 之 间 的 6, 一 定 也 欧 于 4， 所 以 

并 从 纪 
be 
左 邻 域 (4 一 6, c) 的 情形 与 此 相仿 ， 


ii 

如 果 lim go) 
则 应 有 ns 
而 mg) ~0, 

gq (vw) 
这 时 Sm ptm) 

gm) _1im 9 (0) 
因而 : - a Je lim 4 f(z) | 
1 f(z) OO Es 2 | 
出 此 lim © 3 go) 1 
4 


解 ， 当 2 一 2 时， 这 分 式 是 0 0 测 的 不 定式 , 分 子 分 母 在 
2 的 邻 域 里 满足 定理 工 的 要 求 , 可 以 用 洛 必 达 法 则 试探 


ji 人 
ss2 二 i 2 22+1 8° : 
这 解法 不 必 象 以 前 那样 先 消去 分 子 分 母 的 公 因子 0。 一 2. 
那 祥 求 得 的 结果 和 这 里 的 一 样 ， 


[ 例 求 lm 人， 
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解 ， 在 工 的 领域 里 ，ln z, 0 一 1 都 连续 , 又 各 有 导数 工 
1， 后 者 永 不 为 零 . 所 以 这 人 型 不 定式 可 以 用 洛 必 这 法 则 试 


1 
， 了 nz _ (no 2 
一 a (2 一 1 1. 


如 果 试探 到 lim 放 (29 又 是 号 型 的 不 定式 ， 可 以 再 对 
Hi 太 @ 使 用 洪 必 达 法 则 ， Si y' lz) 满足 定理 1 的 
0 
< 0 .O°—6 “~—2% 
【[ 例 83] 用 洛 必 达 法 则 求 站 型 不 定式 lim a 
的 值 . 


解 ， lm 02 -lim te 
gs 多 一 Bin 人 es- 1—oosw 


右 端 又 是 吉 型 不 定式 ， 它 的 分 子 与 分 母 满足 定理 1 的 要 求 ， 
因此 可 以 再 用 洛 必 达 法 则 试探 


20 二 一 COS 化 郊 司 作 Sin 吧 


右 端 还 是 二 型 不 定式 , 因此 和 需要 再 试 


一 此 wv 一 罗 
4 = - 好 
lim er” 8 =lim.e 二 -2. 
#4 SINY #0 08 


所 以 
| Hn 9 
zz0 由 一 Bin 


现在 转 过 来 讨论 o->oo 时 前 不 定式 了. 


呈 当 了 各 一 


定理 2 假设 函数 f(w) 和 9(c) 在 区 间 [4, 十 oo) 上 有 定 
义 (a>0), limf(%) = lim g(w)—0. fl2) 和 yg'(%) 都 在 [eg， 
十 cc) 内 存在 ,9 (o) 六 0， 并 且 Jima 人 2) 
io 人 
那么 Ri ne. 
{证 令 o= 工 , 则 1 一 二 ,n>+co 扩 -307. 这 时 二) 

9( 寺 ) 在 (0, 1/ 朵 内 有 定义 ， 


lf (F)=lm9 (#)-0. 
音 7 (全 )-7 (全 ) (让 
#1) (四 (- 属 


在 (0, 1/q] 内 存在 而 且 每 9 (了)*0， 


和 章 f 人 的 7 了 (全 ( 司 7 人 
i 人 ~ 几 时 了 人 二 )( 一 豆 -mn 9 (+I) 
右 端 实际 是 lm 让 9)， 那么 左 端 的 极限 存在 ， 由 此 , 了 (十) 

和 9 (二 ) 在 (， 1 的 具名 了 定理 1 的 一 切 条 件 ， 所 以 


本 
将 自 变 量 还 原 , 得 


nm Ce) -tinm 三 (ci 
9 2 9 0) . 


存在 (或 等 于 co)， 


2 一 o5 的 情形 和 这 一 样 。】 


> —arctew 


[ 例 入 求 极限 lim 


1 


解 ， 于 一 arc 馈 与 二 满足 定理 2 的 条 件 ,因此 


-aro tew 二 
ji A 3 
lim -< 一 =1 
让 一 十 De 工 im Ev 1 im 1 十 2 站 
妃 tw 


这 例题 里 把 洛 必 达 法 则 的 结果 化 简 以 后 ， 再 按 极限 理论 
求 得 其 答案， 这 种 化 简 是 合理 的 , 也 是 必要 的 .不 仅 如 此 , 还 
可 以 约 去 分 子 分 母 的 公 因子 ， 或 者 利用 已 知 的 极限 把 基 个 因 
子 的 极限 分 出 去 , 以 便 把 运算 化 简 . 
[ 例 5 求 lim Ce 
#0 (e*—1)° 
解 ， 这 是 .型 的 不 定式 .用 洛 必 达 法 则 将 原 题 变 为 
人 
这 里 的 分 子 已 经 合并 化 简 ， 但 是 分 子 与 分 母 还 有 公 因 子 可 


以 约 去 ， 人 即 得 
Jim (2z 一 2)o 十 (十 3) 


madd 《es 一 1)? 
这 还 是 型 不 定式 ， 再 用 洛 必 达 法 则 变 为 
jm 《2 一 巧 es 十 六 


3 hn 2e* (6* —1) 
分 母 中 的 因子 2e* 不 是 构成 不 定式 的 因素 。 可 以 把 它 的 极限 
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2 按 琵 积 的 极限 分 出 来 , 这 样 又 变 为 
I Jim (2w—1)er 二 1 
£0 e*—1 


es 得 
m Co 二- 1 
“6 


lim (2¢+1)= . 
£0 


本 求 limn Ce 一。 
(Loy Wa i1w—~ (1+e}In (1+w) 
解 ，lim li (lo 放下 人， 


有 端 第 一 因子 (+o)* 的 极限 是 6 把 它 分 出 去 只 考虑 第 二 
因 式 的 极限 ; 使 用 两 次 定理 1, 得 
to— (1+m)ln(1ftw) Tim 一 PP( 作 十 地 


a Pry pr 
Se 


lim 一 5 二 ce (Tm GTO 2° 
管 案 是 一 也. 


2.3 之 型 不 定式 


遇 到 这 种 不 定式 时 , 求 极限 的 方法 , 还 是 和 前 面 一 样 , 但 

是 方法 的 理论 证 明 咯 难 一 点 现在 只 把 定理 写 出 来 以 备 引 
用 ,不 加 证 明 . 

”定理 3 函数 /(o) 和 yg(e) 在 a 的 空心 名 域 吕 (a, 8) 里 有 

定义 ，linF() 一 lim g(w) 一 co, 尹 ( 四 与 多 (Co) 在 加 Ca, 6) 肉 

存在 ,9 Ce) 关 0; 并 且 Tim [ 户 的 /go] 存 在 (或 是 co)， 那么 
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Bm [fw) /g(o)] 存 在 而 且 等 于 lim [了 (2)/g' (2)]. 
定理 4 函数 fo) 和 9(o) 在 (2， 十 ce) 内 有 定义 ， 
人 
所 (0) 和 g'( 吕 在 (8， 十 oo) 内 存在 ,9 (o) *0, 并 且 lim[FP(o)/ 
g'(o)] 存 在 (或 是 oo), 那么 lim [f (vw)/g(@)] 存 在 , 而 且 等 于 
im [fF'(e) /g'(2)]. 


Intps 
【 例 1] 求 不 定式 Tn 之 值 . 


Intpw _): po 9 /2 ee ae 
解 : 本 全 im( 雇 / 迅 2% ) 


+ 


等 式 右 端的 分 式 化 简 后 得 cos 2%, 所 以 


tw _ Ey 
A 人 i1, 


和 -等 对 
【 鲍 3] 试 证 a>0 时 ， lim Be~0. 
【证 】 根据 洛 必 达 法 则 ， 
1 
i 


= lm 一 一 
本 一 十 po， 人 化 


,In E vw 
lim 了 二 一 lim -2 -4 
=2to0 江 -Too WO 


”这 例题 表示 ， 不 论 K 是 多 人 么 小 的 正 数 ， 史 趋 于 ce 总 比 
in w 趋 于 ce 快 . 
【 例 3] 假设 4>>1, a>0, 试 证 Lim 


【证 】 假设 mn 一 1<a<n, 是 正 吝 数 . 由 洛 必 达 法 则 ， 
得 


2 一 


1i 1 ow-1 
270 ET ln 一 -一 一 
gi™m (7 lna cet» GG: ， 


如 果 0<a<t, 右 端的 极限 是 0, 问题 便 得 到 证 明 ， 如 果 x>1， 
可 以 再 用 洛 必 达 法 则 .每 用 一 次 洛 必 达 法 则 ,除去 增加 一 个 党 
数 四 子 外 ， bei 分 母 不 变 ,这样 进行 % 次 后 便 得 到 


(a—1)...( 十 1) Ce 
im 条 Ca 人 (In es a 全 和 
这 时 一 IT 委 wx 一 9%<<0， 右 端 极限 符号 后 面 的 分 式 实际 是 _ 工 。 


a 
显然 它 的 极限 是 零 . 

这 例题 表示 , 不 论 正 数 a 多么 大 ,w” 赵 于 ce 总 不 及 局 趋 
于 co 快 . 


乙 .4 其 他 型 的 不 定式 


在 32.1 列举 竟 各 种 不 定式 中 ,下 站 与 世 二 是 基本 的 , 其余 


五 种 都 能 变 成 这 两 种 情形 . 
如 果 lim fw) =0, Iim g(e) = oc, 那么 limf(w)*g(o) 便 
是 90. 型 的 不 定式 .这 时 将 函数 写作 


flo) gm) = 


g (wm) 
就 变 成 全 型 的 不 定式 了 .若是 写作 
f 0g) = 
7 
就 变 成 -2 型 的 不 定式 了 . 然后 按 8 2.2 和 & 2.8 的 方法 求 
极限 即 可 . 
[ 例 1] 求 lim seo 3w c09 5 的 值 ， 
“3 


= 3D 


. 解 ， 这 是 0.co 型 提 不 定式 , 用 一 一 代替 seo 8w， 函数 


> 00S 3 好 
.CO0S Be 0 ed 
变 为 -2852 ,就 是 0 型 的 不 定式 .由 此 
lim ses 3z cos Bw = 1lim Los be 
pp st C08 3% 
2 Pp 
Jim 一 5sin Se _ 5 
-学 一 38imn 30 3° 


0°, 1~，co? 三 种 不 定式 都 是 从 形式 为 了 (oe)”9 的 消 数 产 
生 的 . 当 lm f(z) = lim g(w) 一 0 时 , 便 是 0 型 的 不 定式 . 当 
lim flw) =1，lim g(w) = co 时 ， 便 是 型 的 不 定式 ， 显然 
oo? 发 生 于 lm 了 (8)=oo, lim g(w) 一 0 将 y 一 了 (0) 中 两 端 
取 对 数 , 得 

In y=g(%)In f le), 
右 端 的 函数 在 三 种 情形 下 都 是 0"co 型 的 不 定式 ,， 用 上 面 的 
方法 求 得 lm (n 力 =Imry(om f(w)], 然后 求 y， 
[ 例 2?J 求 w* 当 w->0+ 时 的 极限 . 
解 ， 这 是 0 型 的 不 定式 ， 令 y=”, 取 对 数 


Inw ,oo 
ye 属于 二 型 


纪 
根据 洛 必 达 法 则 ; 
处 于 - 铝 -所 -外 (9 
人 


这 说 明 lim im y=Jlim(In ew) 一 0 所 以 lim w*==1, 


1 


【 例 3】 求 lim(In wo)™=55 的 什 . 


解 ， 这 是 1” Ts. 


l-—lnw 一 如 担 双 0 
| mE (mg) Tim 一 ]n dg (为 写 型 ) 
由 洛 必 达 法 出 
一 六 二 
.， Imma Ne es 
i i1— 化 li 一 J a ys 1 
必 
所 以 lim InfCIng) 7 一 一 1, 因 而 


1 


lim (In 0) 一 坟 ， 
【合生 求 lm( 二 ) 
解 ， 这 是 oo? 型 的 不 定式 ， 
ln [全 |]- —sinwIn = 二 (为 芝 型 ) 


GSG % co 
但 是 
i , 
Inw Jim 几 jmSortge 
#70 一 0SO 30 ps s+0 Ed 
~—lim So “limtg w= 1.0=0, 
0 也 

、 1 和 9 
二 im(3) 9 


co 一 co 狸 的 不 定式 ， 一 般 能 把 函数 合并 成 一 个 分 式 ， 这 
分 式 是 卫 或 -之 的 不 定式 . 

【 销 司 求 lim (sec 一 tp 2), 

解 ， 这 是 co 一 cc 型 的 不 定式 ， 


3935 一 


ns 本 


Se0 ww—p 0 一 (为 二 型 ) 


所 以 
lim (se00—tge) lim -ne lm ~ 0. 
-于 os S 录 z+ 于 一 BID 好 


最 后 注意 ， 洛 必 达 法 则 只 说 Him [Po/g' 人] 存在 时 ， 
lim[ 了 (w) /yg(w)] 存 在 ， 这 不 包括 lm [()/g'(w)] 不 存在 
时 ,lim[ 了 (ew) /yg(w)] 不 存在 ， 

[ 例 6] 求 lim 一 502 时 ， 车 是 按 -2 型 的 不 定式 用 
洛 必 达 法 则 , 将 会 是 


lim 你 十 Bi w lim 工 十 cog 人 
1 


Em | 


右 端 极限 不 存在 .但 是 
1im 多 十 Sin 多 ~lim ( i ne 


+ [mbad 


【 例 7] 对 于 一 过 型 的 不 定式 lm 二 用 一 次 洛 必 


达 法 则 ,得 i te 仍然 是 -之 迎 的 不 定式 。 再 用 一 次 
洛 必 达 法 则 , 便 回 到 原来 的 问题 。 可 见 原 题 不 能 用 沼 必 达 法 
则 去 解 ， 实 际 上 用 初等 方法 就 够 了 . 


a -J 


er—6* ,1—e”™? -1 
gt BO gtm Ts 


习 题 二 
1. 用 洛 必 达 法 则 求 极 限 ， 
中 好 入 ; lm -二 
(3) lm PS; G lm >0, n>0); 


(5) lim J (a>0); 
CT img (ae>0); 
E+ 
(0) iim (2—2) “oo, 
二 -51 


(11) lim 全 时 -二 


sD \T 2 一 


1 Aa —I? 
(13) lim ee (a>0); 


1_2 
CB Ti (|. 


sO 


《6) lim zx?e-001e, 
EL 
{3) lim 工 3iD Se 7 


Ethd 
人 


(10) lim {otp zy oe, 


12) -一 让 
0 We 二 


(4) dim (3 are gr) h 


2. 说 明 下 烈 函 数 的 极限 不 能 用 洛 必 达 法 则 计算 ; 


el 
EF Sin en 
(1) lim 


zs”0 BIn 


- 
? 


9 于 品 一 sins 
(2) Tn 


-2 eein2 
(3) lim 2 eon taio TT) 小 er sin we 
2 (CO8 三 十 Si 了) 


(4 lim lt+w+singeosz 
e+we {Xt+3lro0 rein? 


第 三 节 泰勒 公式 


$1.8 里 讲 的 拉 格 朗 日 公式 ,若是 写 为 
Fo) 一 站 ao) 一 户 [e 二 DO(e 一 个 ] (一 中， 
就 可 以 计算 函数 在 4 点 附近 的 增 量 , 或 估计 误差 .若是 窟 为 
f(D) =f(0) tf [eto — wa), 
对 于 计算 a 点 附近 的 函数 值 很 方便 , 但 是 对 研究 函数 的 性 态 ， 
这 公式 的 效力 还 不 够 ， 所 以 需要 把 这 理论 再 推进 一 步 。 本 节 
就 是 要 作 这 样 的 推广 ， 推 得 的 结果 叫做 来 勒 (B. Taylor, 
16 站 ~1731+, 英国 数学 家 ) 公式 ， 这 公式 不 论 在 理论 上 或 实用 


上 都 很 重要 ， 


一 337 一 


TT a -rm 一 


号 ,1 多 项 式 的 泰勒 公式 


一 元 多 项 式 是 十 分 简单 的 函数 , 先 把 它 讨 论 一 下 , 作为 正 

式 课题 的 引子 .假设 wo ci，…，au 都 是 实 常 数 ， 对 于 多 项 式 
y=:f (8) =a0t mm+t (3.1) 

最 容易 求 得 它 当 ww 一 0 时 的 值 了 (0) =ao, 当 |z 叶 很 小 时 , 要 计算 
了 (wz) 的 近似 值 , 也 不 难 判 断 从 第 几 项 以 后 路 去 不 计 , 而 不 致 突 
破 允 许 的 误差 限度 . 比如 已 知 [&| <1006G=0， 1,…, nn) 指定 


误差 不 得 超过 - 放 ，|w|< 击 ,那么 这 时 取 f(w) 的 前 四 项 就 


够 了 《读者 证 明 )， |2| 很 小 时 也 容易 求 得 (wo) 的 近似 值 ， 此 
外 , 在 ”一 0 时 函数 是 上 升 还 是 下 降 , 也 是 容易 观察 的 ， 比如 
ez0 时 ， 因为 go 十 ca 凡 十 … 十 oo 是 2 的 高 阶 无 穷 小 , 它 
的 绝对 值 总 会 变 得 小 于 |aiw|, 于 是 了 lz) 一 F(0) 的 符号 就 决定 
于 友和 2 了 ，、 在 原点 讨论 Jo) 的 性 质 ， 就 有 这 么 多 方便 条 
件 . 
如 果 希 望 在 e=a(& 拓 0) 的 近 劳 了 解 j(e) 的 同样 一 些 人 性 
质 , 就 不 那样 方便 了 .但 是 多 项 式 
gm) =b0 bm—g) tb m0) tt mo" (3.2) 
在 z=g 的 近 旁 照样 有 (C3. 在 sw 一 0 时 的 一 切 方 便 . 如 果 希 
望 讨论 f(D) 在 sa 的 近 沉 是 什么 情形 ， 最 好 把 (3. 孔 变 成 
(3.2) 的 形式 一 一 按 一 & 的 方 军 把 f (wm) 展开 . 
假定 (3. 才 里 的 多 项 式 能 变 成 (3.3) 的 形式 ， 
fF) =00tb 0 0 + om— 8) 二 tb, se)". 
令 w 一 4, 得 50 一 f(a) .将 等 式 两 端 同 时 求 导数 , 得 
f'(0) = +2b (wa) + tnb, (wm— a 
再 令 w%=&%, 得 及 = 了 (0), 这 上 式 两 端 再 求 导数 ,得 
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f° C0) =210s+3.28 08—0) + nn 1) bv— a 
再 令 ww 一 &, 解 得 b= 六 (9) 这 样 继 续 进 行 下 去 ， 一 直 求 


到 第 % 十 i 阶 导数 的 两 端 者 等于零 时 为 止 。 这 样 一 共 求 得 
=f (0), = 2, hs ia b= 


2 


从 而 得 
fw) = =f(W) + 四 二 大 (全 0 (wa)? + 


+ (ea), (3.3) 


这 岂 做 多 项 式 了 (wm) 的 泰勒 公式 
【人 鲍 1]】 按 ec 十 1 的 方 乔 展开 .je 一 o2 十 3o2 一 20 十 和， 
解 ， 由 f(z) =aa 二 8o2 一 20 十 4， 得 f( 一 1) =8; 
由 f' (82) 8302 十 67 一 2， 得 (一 了 = 一 久 


由 f"(2) =62+6, 得 六 (一 1) 一 0 


由 7 人 -8 得 1"(-) 6， 
所 以 
fo) -8 一 后 (e+ + 二 (+) 
~=8—biw+1) 二 《gz 十 二 
《 例 3 按 z2 的 方 餐 展开 (十 %)"”, 其 中 n 是 正 整 数 .。 | 
解 ， 按 zw 的 方 究 展 开 , 即 是 按 z 一 0 展开 , 在 泰 蔓 公 式 中 


应 该 取 4a=0. 令 
fw) = (Tm", 则 f00) =1; 
页 (0) 一 HL 十 得 万 (0) 一 省 


由 jj) 一 n(n 一 了 (二 0)"， 得 (0) 一 2 一 1 


CP 


(0) =n(n 一 仿 … 人 一 8 二 人。 


所 以 
Qt "1 人 
i nD nb) ge 
] i 
可 见 牛 顿 二 项 展开 式 , 实际 是 泰勒 公式 的 特例 . 


3.2 秦 勒 公式 的 引入 


多 项 式 以 外 的 函数 象 y=e，y=sin z， 一 定 不 能 准确 地 
用 多 项 式 表示 ， 但 是 在 实用 上 又 非常 需要 了 解 这 些 函 数 的 性 
质 或 计算 它们 的 数值 . 多 项 式 所 需要 的 计算 是 最 简单 的 ， 其 
中 仅 涉 及 加 、 减 、 乘 如果 能 用 多 项 式 近 似 地 表示 这 些 本 数 ， 
也 大 很 有 价值 的 工作 . 
为 了 叙述 上 的 方便 ， 我 们 引入 一 个 符号 ， 如 果 & 是 无 穷 
小 ,那么 a 的 高 阶 无 穷 小 就 用 ole) 表示 . 阶 次 高 于 or 的 无 穷 
小 ,就 简写 为 ola”). 
例如 医 数 的 增 量 4 与 微分 dy 之 差 是 如 的 高 阶 无 穷 小 ， 
就 记 作 
dy—dy=0(4r), 
也 就 是 
Ay=Ff' (x) drt+oldw), 
又 如 ”>0 时 , 取 
fr) 一 90 十 GUY 十 Ga03 十 Ca03 十 十 Gd 
的 前 四 项 作为 f(w) 的 近似 式 , 后 面 会 去 的 mn 一 3 项 之 和 
Ca004 十 G5 人 5 十。 十 Cn 
是 比 迪 高 阶 的 无 穷 小 ,于 是 便 可 写作 
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Fo) = ao 十 Qi 十 Ga23 十 Cs08 十 0(23). (3.4) 
8 是 a 的 同 阶 无 穷 小 时 ， 记 作 8=0m，、 例如 2->0 时 ， 
Sin 2¢4— 0O(w). 
假设 y 一 f( 怠 在 4 点 有 导数 (4a), 前 章 讨论 导数 的 几何 
意义 时 , 已 经 知道 x>4 时 ， 
ft) = 了 (aq) + (0 《CE 一 @) 二 DY 一 0)。 
略 去 o(z 一 9, 就 得 到 近似 等 式 
FOR 十 户 (a) (2 一 四 ， (3.6) 
有 端的 一 次 多 项 式 
P(g)=f(0) +f' (4) (z—a) 
网 艇 了 (w) 的 一 次 近似 式 . 它 的 误差 是 
Ri(w2) =f (8) — P(g) =0(8—0). 
用 (3 .5 处 理 了 (四 的 数 伪 ， 可 能 过 于 粗糙 , jw 一 “| 稍 大 一 
点 , 误差 就 可 能 超出 问题 的 腿 度 ， 于 是 试 试看 能 否 找到 三 个 
常数 4o，A1，43, 使 得 
ft) 一 4o 二 4 一 o) 十 4a(e 一 只 2 十 Oo[tz 一 功 习 ， (3.6) 
这 是 试探 性 工作 ， 一 方面 要 间 4o，4i，4a 是 什么 数值 ,， 田 一 
方面 要 注意 f(z) 需要 具备 什么 条 件 才能 达到 目的 . 
显然 Fe) 在 5 点 连续 的 话 , 当 wza 时 就 得 到 
了 (9) 一 4o， 
于 是 (3.6) 变 为 
Fe) 一 3] 十 4 一 号 十 4 一 9 十 o[LCZ 一 扩 习 。 
由 此 


{w) —f(a) pA 4 十 A。 (z—a) 十 ogo] 
房 一 绩 多 一 外 


如 果 产 (a) 存 在 的 话 , 令 o>a, 从 这 等 式 取 极限 , 得 
f(D)=4d, 


于 是 (3. 介 又 变 为 
fle) =f(0) +f (0) (~—0) +A2(v—0) +olr 0)"], 
这 又 可 改 为 
fo) —fa) 一 疡 (Go) 0) 4， More- sa 


(wo—au)” (wt—a)” 

如 果 "(4) 存 在 , 令 o->a, 在 等 式 两 端 取 极限 , 左 端 使 用 两 次 
洛 必 达 法 则 ,得 

9) Sey 

四 ! » 
再 代入 (3.6), 便 得 到 我 们 期 待 的 等 式 
FOO+H Eo)+ TH eo tol(e—o)), 
这 里 对 于 了 (w) 的 要 求 是 六 (4)， f"(o) 存在 ， 等 式 右 市 中 的 二 
次 多 项 式 : 
Ps f+ ot oo) 


囊 艇 了 (wm) 的 二 次 近似 式 .。 最 后 一 步 实 际 上 是 证 明了 


flo) 一 Po) oe a, (3.7) 
怎 见得 呢 ? 
fim) — Pv) _ Fle) -0 —F'(q) (@ 一 0) _ f°" (0) 
(wm—a)” —a)’ 2 ? 


而 右 端 的 极限 是 0, 所 以 
im = = =0. 1 


Lupe 


a 
显然 这 方法 可 以 继续 推行 ， 可 以 证 明 ，f 2) 在 4 点 有 一 
至 ” 阶 的 导数 时 ， 
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j 四 -FO+EO -D+ eat. 
+ (oatol (wo)"]. 
这 叫做 了 (%) 的 mn 阶 素 勒 公式 而 
OTACOR EC 


+ (一 an 


叫 笋 f(z) 的 mn 次 泰利 多 项 式 ， 也 就 是 f(w) 的 次 近似 式 ， 
0L Cw 一 8)"] 叫 做 m 阶 泰勒 公式 的 余 项 ， 余 项 有 许多 不 同 的 形 
式 ,现在 这 个 形式 叫做 皮 亚 诺 余 项 . 


3.3 泰勒 公式 

实用 上 用 泰勒 多 项 式 代 替 函 数 时 ， 有 一 个 很 重要 的 问题 
是 佑 计 误差 ， 就 是 估计 秦 勤 公式 中 的 余 项 皮 亚 诺 您 项 对 于 
这 项 工作 是 很 不 够 的 ， 因 此 一 般 都 把 假设 条 件 加 强 一 点 , 使 
得 泰勒 公式 的 余 项 更 具体 些 , 以 便 拿 它 进行 计算 。 为 此 提出 
下 面 这 条 定理 : 

定理 1 假若 函数 j( 四 在 6 点 的 邻 域 里 有 连续 的 ?十 1 
阶 导 数 , 那么 


FO) FO FPO) -ot wa)’+ 


+ Ce) (lg 一 bye 有 pel (wp— 0) n+ 工 
(3.8) 


其 中 上 是 6 与 5 之 间 的 一 个 数 。“ 
这 公式 里 的 余 项 
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re 
ee rer pe vi ， <、 


Bf eo 


囊 做 拉 格 良 日 余 项 , 它 的 优点 是 和 公式 里 其 他 项 的 形式 一 致 . 
当然 这 里 特别 的 一 点 , 是 Fr 取代 了 Jr (a)， 

【证 】 这 定理 的 证 明 要 重复 使 用 柯 西 定理 ， 目 的 主要 是 
决定 余 项 RB,(w) 的 表示 式 , 为 此 先 集中 地 把 BR,(w) 及 其 % 十 I 
阶 导 数 分 析 一 下 ， 为 了 便于 讨论 , 先 认 为 a<z 

Co) 一 OO —f (9) —f' (0) (2 一 四) 

es fe) (ee 一 CD a fCa) 《一 ar， 


因为 f(z) 有 连续 的 nn 十 1 阶 导数 ， 那 么 B,Cw) 在 [4, z] 上 连 
续 , 而 且 有 连续 的 mn 革 I 阶 导 数 . 这 些 导 数 是 : 
Rn) =f (90) —f 0) -fv—a) —" 
A) 
-ea 这 


CD CO CO Pe RC 


Rr =f D0) fH) -fF (0) (oe—o), 
Re (o) =f "(8) 一 fa(o)， 

RT 
显然 ， Rolg) =0 (k=1, 2,., $). 

另外 ,g(o) = (x 一 0)"t! 在 [4, 4] 内 有 直到 n+1 阶 的 过 
续 导 数 ， 而 且 除去 go+*0(o) 而 外 在 z=“ 时 都 等 于 零 , 那么 
RiP(w) 与 ge) 人 一 0 1 2，…，n m% 十 1 都 具备 柯 西 定理 
的 条 件 ， 对 至 \(z) 与 9(z) 应 用 柯 西 定理 , 得 

oO) 一 尼 (o) _ Rr(é1) 

a)" 9 一 ro) 96) 
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(a<é<o). 


-一 一 一 -一 一 + 一 


二 


对 于 (6), vy'(#1) 再 使 用 柯 西 定理 ,得 
Rn (E1) 一 nt) 一 如 isG) 要 Rn (63) 
OE PSI) gs) (< 全 < 全 
这 样 推导 % 次 , 得 , 
Bo 
9 (Es) gD (Es 1) — gg" (0) 
-o 人 (a< En<En1) . 
最 后 对 于 Rs (6),，g'" i 得 
. RE,) a RY (én) — RR” (9) 
gE) gE) —g a) 
rn (a<é<é,) 
但 是 Re*D 了 (8) = 了 J gm) = n+ 了 1, 所 以 
Rm) _ Rald1) _ Bn (ba) 
《一 后 (62) 
: Bn 人 


由 此 ， 


Rj nl a 


(n+1)! 

所 以 (3.8) 成 立 ， 

对 于 ww<a 的 情形 , 用 同 祥 方法 证 明 . 1 

m0 时 , 泰勒 公式 变 为 

f (2) =—f (9) +f (6) 一 四， 
这 就 是 增 量 公式 、 所 以 泰勒 公式 是 增 量 公式 的 推广 
3.4 泰勒 公式 的 别 种 形式 

拉 格 朗 日 余 项 时 常 写 为 
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BR, ate a O<b<1)， 


如 果 把 5 的 作 wz“ 换 作 w+4dz, 泰勒 公式 就 成 为 
7(z 二 dz) =f 0) +F ee (zy do 十 … 


ee tn) 性 (mn 二 二} 1 
让 f'™ {8w) dew" + 1 六 + (wi Ae) don+ 


(0<0<1). 
由 此 得 
4Af (0) —f (w+ dp) —f i) 
f(D) 二) 二) 
+ Te 
这 是 用 微分 表示 增 量 的 公式 , 也 称 为 泰勒 公式 ， 
当 4。=0 时 ,泰勒 公式 变 为 
fl0) =F(0) +F O08 + ert. 
二 0) nr or CR+ 工 
nl mri 
这 疗 做 马克 劳 林 (COC. Maclaurin, 1698~1746) 公 式 ， 


【[ 例 让 将 指数 冰 数 er 在 z=0 的 近 旁 展开 为 泰勒 公 


式 ， . 
解 ，o? 的 任何 阶 导 数 都 是 o", or|s-o=1， 用 马克 劳 林 公 
式 ,得 
ltt 人 t+ (0<0<D). 
[全 人 用 马克 劳 林 公式 展开 了 sin 


解 ， (0) 一 0, 又 因为 产 2(o) =sin 


一 346 一 


字 【个 


FO0) =1, 1°"0) =0, f"(0) = —1, fH0) =0, … 


eA 得 
有 Ep EW 加 本 a 1 
sin wz 一 可 十 车 … 二 (一 十 ) "ti 
ri sin(Or+nr) (OQ<0<1). 
相仿 地 容易 得 到 
1 喧 na 
cosg w=1 和 “… 二 (一 DD i 
man’ 
+ rT (Or+nert 至 ) (9<0<D). 


【 例 3] 求 f(%) = 元- 在 =2 的 近 旁 的 三 阶 泰勒 展开 


式 . 
解 : 2) 一 2， 又 了 (w) 1+ 由 此 知道 
fm) 一 (一 于 er. 
所 以 产 (22) 二 一 1， (2) 一 2，f"'(2) = 一 81， 代 入 泰勒 公式 ， 
得 


0 ee (w—2)4 
2 2) + eo—2)? We TTI 


3.5 紊 勒 多 项 式 

现在 简略 地 说 一 下 ,怎样 估计 泰勒 多 项 式 的 误差 . 这 当然 
在 于 余 项 如 .假设 flw) 在 某 区 间 [4, 6] 上 有 界 ， 并 且 
17 安 开 sr 那么 在 [a, 5] 上 


[Rs 1G 一 一 G)n+t 


把 右 端 的 数值 记 作 58。 那么 在 整个 区 间 [e, 如上 用 Pw) 代 壹 
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map pr Te pe ee rere Pe he we rr mA 


Fo 时 , 出 现 的 最 大 误差 不 会 超过 3. 
【 例 】 SM 本 2) 


4 Un 一 
n= 一 全 -十 和 号 … 十 (—1) nD1 
a > 
| We (2n)!t i 
现在 在 区 河 [0, q] 内 讨论 近似 式 
: a Wp” i ol 
sin ww%—37 + Br 二 (一 1) re 


的 误差. ee (0<w<6)。 因 而 上 面 所 说 
的 3 是 


1 a2" 
$n) can) 
如 果 在 区 间 [0, 证] 内 考虑 常用 的 近似 等 式 
Sinw 包 睛 ， 


则 
1 "11/3.6\ 3 
-而 (而) < 到 (多 ) <10000 <0.001. 
这 说 明 在 0° 与 2° 之 间 用 2 代替 sinw 时 ， 小 数 的 首 三 位 数 
字 是 正确 的 . 
又 如 在 区 间 | 的 


gin 5 二 ze 一 -和 
31 


1/rm\ _ 1/36Y 2/1¥*,. 1 
3 一 而 (和) rr 襄 ) 35 (70) “了 
这 说 明 在 0* 与 10 之 癌 , 用 w 一 -和 代 棕 sine 时, 可 以 准确 到 
四 位 小 数 . 
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则 


wD 忆 


习 题 三 


、 按 (z 一 鸭 的 方 寒 展开 多 项 式 ot 一 5 + 一 85 二 所 
- 取 a= 一 耳 求 函数 % 一 二 的 % 阶 泰勒 展开 式 . 


- 求 函数 y=zxe“ 的 世 阶 马克 劳 林 展开 式 ， 
- 取 a 一 0, 求 函数 9 一 arcsinz 的 三 阶 泰 勒 展开 式 ， 
， 写 出 函数 y= 人 hz 在 点 4 二 1 的 n(> 钨 阶 泰勒 展开 式 . 


a 


>、 了 一 一 1 Ea 
.证明 WII 一 zz 一 1 十 可 ?TIT (0<0<1), 
. 车 0 一 0, 求 函数 ger* 的 二 阶 泰 勒 展开 式 . 
.如果 当 0<w< 去 时 , 按 公式 "<1+z+ 写 十 等 计算 ww 的 近似 


值 , 证 明 所 产生 的 误 车 小 于 0.01, 并 求 Ve 的 近似 值 , 使 误差 小 于 
0.01, 


， 写 出 函数 yn(1 一 必 在 点 < 一 诗 处 的 a 阶 泰勒 展 开 式 。 
10 


用 三 阶 泰勒 公式 求 下 列 各 数 的 近似 信 , 并 估计 误差 ; 
(1) 5 (2) sin 18°, 


第 四 节 函数 的 讨论 
单 用 一 阶 导数 就 可 以 讨论 函数 的 一 些 性 质 ， 因 为 那 时 不 


能 充分 讨论 , 所 以 没有 在 第 四 章 安排 这 项 内 容 。 现在 有 条 件 
作 系 统 的 讨论 了 . 这 种 讨论 不 能 不 涉及 函数 的 图 象 , 所 以 也 有 
些 内 容 是 关于 导数 在 几何 上 的 应 用 . 


只.1 允 数 的 上 升 与 下 降 


在 第 一 竟 $2.9 已 经 讲 过 函数 上 逢 或 下 降 的 概念 , 现在 


在 导数 的 基础 上 进一步 讨论 这 个 问题 . 


ee 一 人 


定理 1 假若 函数 7(o) 在 一 点 m 有 导数 , 则 
四 六 Geo) >0 时 ,Fe) 在 om 点 上 升 
(2) 也 (oo <0 时 ,7o) 在 mm 点 下 降 . 
[和 证] GD) 因为 
(oo 十 dz) 一 Feoy) pr 
人 也 Geo)>0， 


lim 
A#=>0U 


那么 当 14e| 小 到 适当 的 程度 以 后 , 4z 便 永远 满足 
f(got+ dw) —f (eo) 、0 
LV 


这 时 候 jzo 十 4z) 一 f (xo) 与 Mz 同 号 . 
dr>0 有 时 ，F(oo 二 4) 一 f(z0) >0， 即 是 Foo 十 4o) > 六 (v0); 
如 <0 时 ， 丰 (co 十 dz) 一 po) <0， 即 是 了 (ze 十 4 < wo， 
所 以 7 四) 在 mo 点 上 升 . 

(2) 的 证 明和 这 相仿 .了 . 

这 定理 提出 了 一 个 判别 函数 在 一 点 乔 、 降 的 方法 , 比 起 第 


一 章 按 定义 直接 检查 的 

方法 省 事 多 了 . 
rc) Ee 再 从 几何 的 意义 来 
区 oa 看 : 上 岗 线 在 (ezo， flo0)) 
” ”点 的 切 组 对 轴 的 斜 角 


ax 图 54 是 锐角 了 时， 弗 
线 上 升 ; 是 钝 角 时 , 曲线 
下 降 . 这 是 第 四 章 8 工 .5 从 直观 二 已 经 认识 到 的 . 

定理 2 假若 函数 jz) 在 zo 所 有 导数 广 (xo ,并且 

(1) 在 这 点 上 升 , 则 f(z0) 之 0; 

(2) 在 这 点 下 降 , 则 fC(wo) 所 0.、 

【证 】 以) 因为 了 (2) 在 mo 点 上 升 ,那么 当 4 如 足够 小 时 ， 
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图 5-4 


(wo 二 4r) 一 让 co 与 如 同 号 ,所 以 永远 有 
了 (20 十 Lo) = (wo) ~>0 
A 


当 4xz 一 时, 左 端 的 极限 产 (%0) 可 以 是 正 数 也 可 以 是 0, 但 不 
能 是 负数 (第 二 章 § 3.1 定理 I 推论 2). 

(2) 的 情形 , 可 仿 此 证 明 ， 】 

这 定理 说 明 : 曲线 尽管 上 升 , 切线 的 斜 角 可 以 是 锐角 , 也 
可 以 等 于 零 , 即 切线 平行 于 2 轴 ， 例 如 y= 吕 3 外 处 上 升 , 而 在 
原点 的 切线 重合 于 z 轴 ， 其 他 切线 的 斜 角 都 是 锐角 ; y= 一» 
可 以 作为 (2 条 的 例证 . 

从 定理 1 和 定理 2 来 看 , 函数 的 导数 在 一 点 取 正 值 ,是 函 
数 在 这 点 上 升 的 充分 条 件 ， 而 不 是 必然 条 件 . 函数 在 一 点 上 
升 欧 话 , 在 这 点 的 导数 可 能 是 正 数 , 也 可 能 是 零 .、 基数 下 降 与 
导数 到 负 值 的 情形 也 这 样 . 

现在 把 定理 1 和 定理 2 扩展 到 区 间 上 来 ， 定理 3 的 直接 
结果 是 ， 

定理 3 假若 f(%) 的 导数 产 (z) 在 (z, 外 内 存在 , 则 

(Gd (9) 在 (a, 习 内 上 升 沪 六 (0) 之 0, zzE (a, 六 ); 

(2) f() 在 la, 四 内 下 降 芒 了 (2) 帮 0, vw€ (a, 9). 

定理 1 的 推广 是 

定理 4 假若 六 四 的 导数 己 ( 四 在 (ec， 人 纺 内 存在 , 则 

(了) 在 (@, 6) 内 了 f(w)>>0 过 了 (lz) 在 (4a, 5) 内 上 天; 

(2) 在 (a, 6) 内 了 下 (2) <0 沪 f(z) 在 (a, 外 内 下 隆 . 

1l 证 】 设 w, wi 是 (ga, 5) 内 任意 两 点 , m1 过 ws， 根据 拉 格 
郎 朋 定理 

oo) 一 Fo = (wap)F TE (wt). 

由 oo 一 必 >0， 所 以 os) 一 了 (2 的 符号 与 产 (6) 相 同 。 在 情 
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形 ( 人 D, 天 (>>0, 所 以 (ey) >Fec， Fo) 上升， 在 情形 (2)， 
了 (6)<0, 所 以 f(z2) < 让 ea， 下降， 
根据 定理 可 以 用 导数 辨别 函数 的 音调 区 间 : (2) 的 
正 号 区 间 是 了 (w) 的 上 升 区 间 ; 
f (8) 的 负 号 区 间 是 了 (w) 的 下 降 
区 间 . 
【 便 】 ys 十 所- (a>0) 的 
导数 是 | | 
wm 
当 w= 土 4 时 等 于 零 ， 当 w=0 了 时 
图 5 不 存在 . 0, 土 4 三 点 把 数 轴 分 为 
四 个 区 间 《 一 00, 一 2D), (一 4, 0)，(0, 4) 和 (&， 0 
在 (一 co， 一 号 内 ?多 >>0, 4 上升 ; 
在 (一 5 0) 内 ?<0 y 下 降 ; - 
在 ‘0, 9) 内 二 0, y 下降; 
在 la, 十 co) 内 >>0, y 上升 . 


双 , 尸 极 值 


前 一 段 讨论 的 通 数 性 质 , 主要 是 产 (w) 在 某 一 点 不 等 于 有 堆 
的 情形 . 人 《本章 8§14.1) 
有 关系 . 

定理 名 函数 joy 在 m 点 的 导数 (wo) 存 在 ， 并 且 在 这 
zo 点 取得 极 值 , 则 户 (ro) 一 0. 

【证 】 用 及 证 法 ， 著 产 (wo) 关 0, 则 六 (eu) 或 是 正 数 , 或 
是 负数 . 如 果 产 (wo) > 小 根据 定理 1， 了 (2%) 在 wo 点 应 该 上 升 ， 
在 vo 的 右 邻 域 里 Fuc) > 了 lwo), 在 左 邻 域 里 fw) < (wo), 在 
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wo 的 任何 邻 域 星 不 能 保持 永远 
yo)sreol 或 ff(4) 之 fwo). 

所 以 flzo) 不 是 极 值 ， 与 假设 相 洱 盾 .。 因此 产 (wo) 不 能 大 于 
零 . 

同 理 产 (xo) 不 能 小 于 零 . 所 以 (vo) 一 0。 引 

对 于 这 个 定理 要 注意 两 件 事 : 第 一 ,不 要 误 以 为 (20)=0 
有 时, f(zo) 便 是 极 秆 .前 面 举 的 y= 中 和 y= 一 B, 当 w=0 时 ， 
导数 都 等 于 零 ， 然 而 这 两 汀 数 当 z=0 时 的 值 0 都 不 是 极 值 . 
第 二 ,要 注意 函数 在 wm 点 的 导数 存在 。， 当 导 数 不 存 在 时 ， 机 


数 也 可 能 取得 极 值 ， 例如 函数 .六 ao) = 噶 当 w=0 时 产 @) 不 
存在 ， 然 再 从 极 值 的 定义 很 容易 判 5 
定 f(0) = 0 是 被 小 值 (图 5-6)， 
如 此 说 来 ，f(wo) 是 级 值 时 ， 
ao) 可 能 存在 , 也 可 能 不 存在 . 如 
果 户 (oo) 存 在 ， 必 然 户 (co) =-0， 函 
数 的 图 象 在 (co，F (co) ) 的 切线 必定 
平行 于 w 轴 ( 图 所 7(a)，( 纺 )。 如 果 人 
六 (ao) 不 存在 ， 函 数 图 象 在 (oo，F (es)) 的 切线 可 能 没有 确定 
(唯一 ) 的 方向 (图 5-7(c), (g)), 也 可 能 平行 于 y 轴 (图 -6)， 
凡是 使 导数 等 于 零 或 不 存在 的 2 值 ， 称 为 这 函数 的 临 芥 
点 。 在 临界 点 上 函数 不 一 定 取 得 极 值 ， 但 是 ,f(zo) 是 极 值 的 
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话 , wo 必 是 临界 点 . ! 实 用 上 求 极 值 的 问题 很 多 ,， 求 Fw) 的 极 
值 , 需要 先 求 临界 点 , 然后 审查 在 哪个 临界 点 上 产生 极 值 。 已 
姑 wo 是 临界 点 , 问 f(zo) 是 不 是 极 值 , 自然 可 以 用 极 值 的 定义 
去 检查 ,但 是 利用 导数 记 省 事 些 ， 

定理 6 假设 Jo 在 六 (co 6) 内 连续 , 产 (w) 在 空心 分 域 
名 (wo, 5) 内 存在 ， 并且 在 wo 的 左右 分 域 里 站 (2) 的 符号 相反 ， 
那么 (wo) 是 极 值 ， 如 果 在 (wo 一 6, mo) 里 (8) >>0， 在 to， 
zo 十 8) 里 请 (ec) <0, 那么 (wo) 是 极 大 值 ， 反之 是 极 小 值 . 

【证 】 如 果 在 (zo 一 8, eo) 里 了 '(%)>>0, 在 《wo, wo 十 0) 里 
下 (w) <<0， 必 然 了 C0) 在 (wo 一 8,，mo) 里 上 开 ， 在 (mo, zo 十 四 里 
下 降 .f(w) 在 wo 点 的 左右 邻 域 里 所 取得 的 数值 都 不 大 于 
yao) ,所 以 也 ao) 是 极 大 值 . 

极 小 值 的 情形 , 证 明 方法 与 此 相似 。 卫 

注意 : 定理 没有 说 "(wo) 存在 与 否 . 

【 例 1】 由 f(w) 一 得 f'(w) 一 22， 这 是 4 的 连续 苞 数 . 
令 天 (vw) 一 0, 解 得 w=0, 这 是 唯一 的 临 异 点 ，C<0 时 , (w) 
<0, o>0 时 , 了 '(w) 0, 所 以 了 (0) =0 是 极 小 值 . 我 们 知道 
原点 是 抛物 线 y=w? 的 顶点 ， 开 后 向 上 的 抛物 线 的 顶点 最 
低 ， 


[ 例 2] 设 5>0,f(0) -oa 一 5 一 9 也 四 一 区 


不 能 等 于 零 ,而 当 z= 时 , 广 (o) 
(Cc, 0) 不 存在 ， 所 以 o 是 临界 点 ， 

f(O) =&, fl@) 在 cc 点 附 

近 连 续 、%w 略 小 于 6 时，f'(%) 

5 5 = >0 75 略 大 于 ec 时 , f(z2) <0. 

58 所 以 jc) =a 是 极 大 (图 5-8)， 
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读者 想 一 想 ,5<0 时 , 结论 如 何 ? & 与 ¢ 的 符号 对 于 极 值 
的 存在 有 无 关系 ? 

【 鲍 3] Ce) = 有 时 ， 了 (vw) 一 323。 由 所 (mw) =0 解 得 临 
界 点 ”一 0. 然而 2<0 时 ,Fo <0== 了 (0); w>>0 时 , (x) >0 
一 让 0). 所 以 了 (0) 不 是 极 值 . 

根据 定理 6, 还 可 以 的 得 一 个 判别 极 信和 的 定理 . 即 
定理 7 假设 函数 了 了 (2) 在 z =z 时 f"(w) 存 在 ,车 
: 户 (zo) =0， 大 (oo) 尖 0. 
而 了 (oo) 为 极 什 并且] 万 (ooy<0 时 , (eeo) 是 极 大 ; 疡 (oo) >0 
时 ,7(xo) 是 极 小 . 

【证 】 f"(wo) <0 坊 产 (%) 在 om% 点 连续 而 且 下 降 ， 但 是 
户 (co) 0， 所 以 z 赂 小 于 mm 时 ， 所 (2) >0 < 略 大 于 m 时 
产 (w) <0. 根据 定理 6, 知道 f(xwo) 是 极 大 什 . 

另 一 种 情形 的 证 明 与 此 相仿 . 】 

【 例 4 上 面 的 例 1 里 ，f(@) = ,了 (0) = 2%|,-0 一 0， 
了 "(2) 一 2>0， 所 以 了 (0) =0 是 极 小 值 . 

【 例 且 设 a0, f(z) =az?+be+c， 因 为 (2) 一 2a8 


56, 一世 是 临界 点 ， 并且 7() 一 24， 所 以 4<0 时 ， 
j( 一 总 ) 是 极 大 值 ;a>0 时, 是 极 小 值 . 


定理 6 与 定理 7 都 可 以 用 来 探求 函数 的 极 值 ， 现 且 看 来 
用 定理 7 更 方便 些 ， 但 在 户 (oo) = (zo) =-0 时 ,定理 7 就 失 
效 了 ， 饮 如 f(z) = 中 和 Je) =w' 都 这 样 . 但 是 定理 6 仍然 
能 用 . 

【 例 61 按 图 所 9, 把 一 块 正 方形 铁皮 裁 去 四 个 相同 的 小 
方 角 , 然后 沿 着 康 线 把 四 个 凸 出 的 部 分 折 起 来 , 造成 一 个 沿 口 
的 方 盒子 ， 要 这 盒子 的 容积 最 大 ， 问 裁 去 的 小 正方 形 每 边 该 
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多 长 ?( 第 一 章 $2.8 例 了). 

解 : 假设 原 正 方形 边 长 是 &, 所 裁 小 正方 形 边 长 是 w， 那 
么 盒子 底 边 的 长 是 4 一 2%, 高 是 wx。 
再 设 盒子 的 容积 是 了 ,那么 


了 =z(e 一 2072， 0<z< 林 . 
太一 (aa 一 2c) (一 6 四 
令 V'=0, 求 得 临界 点 w= 驴 及 


zc 一 在 5 一 避 时 ,= 0 显然 不 是 


图 5-9 
极 大 值 。， 从 问题 的 实际 情况 来 看 ,确实 有 一 个 最 大 值 .现在 可 


取 的 临界 点 只 有 一 二 ,所 以 5 是 问题 的 答案 。 即 是 说 裁 去 


的 小 方 角 的 边 长 等 于 原 正方 形 边 长 的 六 分 之 一 时 ， 盒 子 的 容 
积 最 大 . 
【 例 7】 最 初 质 量 为 we 的 雨点 ， 因 重力 作用 而 降落 (不 
计 空 气 阻力 )， 在 降落 过 程 中 ,两 点 等 速 地 燕 发 ,减少 的 质量 
与 降落 时 间 成 正比 ， 求 雨点 动能 最 大 的 时 刻 . 
解 ， 设 对 为 雨点 随时 间 t 变化 的 质量 , 那么 在 时 刻 + 以 
前 蒸发 的 质量 是 mo M, 已 知 雨点 等 速 地 蒸发 ,那么 在 时 刻 
t 以 前 燕 发 的 质量 又 应 该 等 于 ,其 中 五 是 常数 .于 是 得 
210 一 到 一 有 或 M=me— ft. 
按 自由 落体 来 说 , 雨点 的 降落 速度 是 2=ygi. 从 物理 学 知 


道 , 动能 五 ~ 计 Woz， 由 此 


B11 (mo Et) (gi)? -去 gt mo bP. 
求 导 数 , 得 
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五 ' 一 去 gt 2mo— BF). 


令 印 =0, 求 得 1=0 及 人 oa. 
1=0 时 ,加 =0, 显 然 不 是 极 大 值 .! 格 小 于 演 从 时 ， E>0, 
1 略 大 于 32 时 ,天 <0， 所 以 
2moy _ 1 a /2nmo\? _ 2mo\_ 20%md 
怪人 = 二 9 (3 ) (mo § )- 7 


是 极 大 值 . 

注意 ; 极 什 是 局 部 性 概念 , 设 大 值 仅 是 不 小 于 它 邻 近 的 函 
数值 , 并 不 是 不 小 于 一 切 可 能 的 函数 值 。 极 小 值 也 未 必 不 大 
于 一 切 可 能 的 函数 值 . 

[全 3] 在 $4.1 例题 中 的 隙 数 y-w 十 -号 -, 当 w 一 一 a 时 
是 极 大 , 它 的 值 是 一 24; 当 %==4 时 是 极 小 ， 它 的 值 是 24。 ( 衣 
大 值 反 而 小 于 极 小 值 ，) 

不 小 于 一 切 可 能 函数 值 的 值 , 叫做 时 大 值 。 不 大 于 一 切 
可 能 函数 值 的 值 , 叫做 最 小 值 ， 最 大 值 要 从 一 切 极 大 值 和 区 
问 端点 上 的 函数 值 中 去 找 ， 最 小 值 要 从 一 切 极 小 值 和 区 间 端 
点 上 的 函数 值 中 去 找 ， 两 者 都 可 能 不 存在 . 


“比如 俩 8 里 的 子 数 yw+-- 在 全 数 轴 上 了 既 无 最 大 值 又 
无 最 小 值 ， 如 果 只 在 区 间 (0， 十 co) 里 考虑 ， 极 小 值 26 就 是 
最 小 信 , 然而 还 是 没有 最 大 值 ， 如果 在 区 间 和 党 | 才 记 ， 
oa 时 的 函数 值 36 仍然 是 最 小 信 , “= 所 时 的 函数 值 计 4 
是 最 大 值 . 


妈 .3 曲线 的 凹凸 与 拐点 


以 下 只 讨论 单 值 连续 了 泡 数 表示 的 则 线 .这 里 说 的 曲线 欧 
绝 (一 段 曲 线 ) 都 限制 在 这 样 一 个 条 件 之 下 : 弧 上 任意 两 点 的 
连 线 不 能 和 这 弧 有 第 三 个 交点 即 是 说 只 要 图 上 10 和 图 
5-11 那样 的 弧 , 不 要 图 5-12 那样 的 弧 . 


图 5-10 图 5-14 图 5 -12 


如 果 曲 绥 在 它 的 每 点 有 切线 , 除 切 点 外 , 弧 上 的 每 点 如 果 
都 在 切线 的 下 方 ， 就 说 这 弧 是 凸 曲 的 (图 5-10)。 如 果 除 切 点 
外 , 弧 上 的 点 都 在 切线 的 上 方 , 就 说 这 弧 是 止 曲 的 (图 511). 

定理 8 设 淫 数 f(w) 在 区 间 (a, 仿 上 有 二 阶 导数 户 '(z); 
0 是 4=f(o) 在 (c, 8) 上 的 曲线 ， 

(1) O 在 (a, 上 凸 明 坊 关 0) <<0, 6€ (a, 5); 

(2) C 在 (a, 人 上 四 明定 六 人 o) 关 0 wz€E (a, 5). 

【证 】 假设 meE(e ,人 ,ood+dE(e, 们 ， 函 数 的 增 量 是 

dy=f (wot M2) 一 Foo) = 疡 (po 二 9doldn (0<0<1). 
在 (wo, f(wo)) 点 的 切线 的 增 量 ( 第 四 章 $5.2) 是 

dy=f'(w0) dr, 
所 以 
My—ady= [Ff' (vot dr) 一 产 (eo]dm 
一 站 (oo 二 Odo)b(do (0<0<D. 
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因为 864)* 守 0, 所 以 委 一 dg 与 了 (mw+914w) 同 号 . 

(人 CC 由 苇 dyady<0 坟 ft do) 雪人 

(2) C 四 曲 一 省 一 oy 关 0 一 户 (co 十 让 do) >0. 
因为 ze 是 4c, 5) 兴 的 任意 一 点 , 那么 定理 得 到 证 明 .。 了 

定理 9 设 孙 数 了 (wm) 在 区 间 (a, 5) 内 有 二 阶 导 数 f(%)， 
COC 是 y=f(z) 在 la, 分 上 的 曲线 ， 

0) <0, vw (a, 3) 二 0 在 (ga, 8) 上 凸 曲 ， 

(2) fF''(@)>0, wE ta, 8) 坊 C 在 l(a, 8) 上 站 由 . 

证 明 很 容易 , 留 作 习 题 , 读者 自 和 
证 . 

定理 8.9 是 辨别 曲线 町 凸 的 棋 
据 . 

【 例 恺 试 就 y=a 二 (wm 一 8)5, 
求 曲 线 的 四 凸 部 分 (图 订 13). 

解 ， 从 所 给 方程 求 得 

y=6(m—5). 人 

> 一 男 >0 一 曲线 在 2 点 之 右 四 曲 ; 

sz<b 坟 YW'<0 过 曲线 在 点 之 左 凸 昌 . 

平滑 曲线 上 思 丁 部 分 的 分 界 点 , 叫做 扬 点 。 图 于 -12 及 图 
5-13 的 卫 都 是 拐点 , 在 拐点 两 旁 , f"(w) 的 符号 相反 ， 如 果 
(m0, f (wmo)) 是 拐点 ， 而 且 了 "(%) 连续 ,那么 "(zo) 一 0, 并 县 
f'(w) 在 wo 的 两 旁 升降 不 同 ， 了 (wey) 是 了 (tw) 的 极 值 。 仿 钻 求 
了 (zw) 的 航 值 的 方法 , 可 以 推 起 到 求 拐点 及 媚 占 区 间 的 方法 ， 

方法 一 ， 设 曲线 的 方程 是 y= 了 f(t、m 是 定义 域 的 一 
点 ,了 "(eo) 二 0, 在 wo 的 两 近 旁 "(2) 正 负 不 同 , 则 (wo, 了 (wo0)) 
是 拐点 ; 在 we 的 两 近 旁 1" (8) 的 正 负 相同 , 则 (wo, fwo)) 不 是 
扬 点 。 
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当 z 逐渐 增加 地 经 过 ceo 时， 如 果 产 (四 先入 后 正 ， 曲 线 
便 在 zo 的 左 旁 凸 此 , 右 讨 四 曲 ; 如 果 产 ( 四 先 正 后 负 , 曲线 便 
在 wo 的 左 旁 凹 曲 , 右 旁 目 时. 

方法 二 : 假设 产 (wo) =0, 而 了 "(zo) 天 0, 则 (co，7(zo)) 
是 曲线 y=f (zw) 的 拐点 ， 若 "(wo) >>0, 则 曲线 在 wm 的 左 旁 
凸 曲 , 右 劳 凹 曲 ; 有 了 则 上 曲 绥 在 mm 的 左 旁 止 昌 , 到 


旁 目 曲 ， 
【 例 2]】 己 知 曲线 方程 为 4 一 JI 人 oz+1， 现 在 用 以 了 上 所 
和 讲 的 两 种 方法 辨别 曲线 的 
四 凸 . 
(~1, I 2) Al1, In2) 先 求 得 
和 ,2(1 a’) 
加 , Yl 
5 14 A 令 Wy"'=0，, 解 得 “= EY 


” 按 方 法 一 ，& 过 一 时 ,y"'<0; 一 1<s<1 时 ,y''>0; a>>1 
时 , y"<0。 由 此 知道 (一 I，In 3) 及 (1, 互 引 都 是 拐点 ， 冉 线 
在 区 间 ( 一 00, 一 了 及 (1, 十 吕 ) 内 凸 曲 , 在 区 间 《 一 1 力 内 四 
曲 ( 图 514).。 a 

按 方 法 二 ， 再 求 得 y" = CT 

9 |: 一 T>0，2 | 一 一 1<0， 
所 以 (二 上 In 2) 都 是 损 点 . 

【 例 3】 天 (2) 于 ,了 (D120 了"(0)=0. 但 是 在 es==0 
的 两 旁 了 "(%) 符 号 相同 , 所 以 原点 不 是 刚 线 ya4 的 拐点 . 

【 钢 科 9(2) 一 下， 这 时 op) = 2093， gp"(x) = 6002， 
9"(0) =p"(0) =0， 不 能 用 方法 二 判断 ， 但 是 o (四 当 <0 
时 是 负数 ,>0 时 是 正 数 , 所 以 原点 是 曲线 Y= 史 的 拐点 . 

以 上 说 的 基 了 "(zo) 存 在 的 情形 。 加 果 "(wo) 不 存在 , 那 


么 首先 看 f(zo) 是 否 有 定义 ， 假若 feo) 无 定义 ,曲线 在 w=wo 

肝 便 没有 捞 点 ， 但 曲线 在 ww 的 两 旁 仍 有 四 西 间 题 可 以 检查 ， 

假若 f(wo) 有 定义 , 便 应 该 按 方  ， 

法 一 检查 . , 
【 例 B] 由 y=2 二 (2-4)5 

求 得 , 
y= 二 
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当 2=4 时 ,y' 及 都 不 存在 ， 然 而 y 当 2=4 时 连续 ,6 之 4 
则 gr>0 >>4, 则 y'<0. 天 此 曲线 有 拐点 (4 2) (图 5-15). 


本 ,4 范 数 性 态 的 一 般 检 查 法 


前 面 检查 函数 的 升降 和 曲线 的 凹凸 ， 只 用 到 一 阶 及 二 和 阶 
导数 .这 是 较为 基本 的 也 是 用 得 最 多 的 方法 ， 如果 用 泰勒 公 
式 , 还 可 以 更 一 般 地 讨论 这 些 性 质 . 以 前 讲 的 那些 都 是 这 方 
法 的 特 铺 ， 我 们 先 说 函数 的 升降 . 

假设 函数 了 Cw) 在 wo 点 的 邻 域 里 有 一 阶 到 m 二 I 阶 连续 的 
导数 ， 并 且 疡 4zo = 了 (v0) 一 一 Doo 一 0， 而 了 (wo0) 
尖 0, 其 中 <n， 则 由 泰勒 公式 , 得 

f (vot Aw) —f (0) 


在 f° (go) dor + frD (wo) Aart i 


cr 
1 pe 
rT Gi 
(0<0<1). 
= "(eo) dor [证 +Q(en) 2] 


ff ntl(wot+ OAr) Axr+l 


—381— 


ee .一 we 


人 aa hee pe 


其 中 
Qo0) ~ [ ey fw) 0 do 


rr GD Fa (mo t+ OAr) en fs (ea 
当 如 很 小 时 , 证 -十 Q(eo) dp 与 让 同 导 , 是 正 数 ， 这 时 耳 数 


的 增 量 4y=f (zo+ de) 一 f (wo) 与 5 阶 微 分 fm(wo) Lrr 辐 号 。 
下 边 按 的 奇偶 性 来 讨论 dy 的 正 负 . 

1. 天 是 奇数 

4m 与 如 同 号 , fo(oo)4o* 随 着 dw 而 变 号 . 

fb(eo)>0 时 ,d 若 由 负 变 正 , F2(eo)dmz 也 由 负 变 正 . 4 
在 之 左 是 负数 , 在 m 之 右 是 正教 ,所 以 j@w) 在 mo 点 上 升 . 

foo(oo) <0 时 ,de 车 由 负 变 正 , f(ao) her 由 正 变 负 , 所 
以 Fo) 在 mm 点 下 降 . 

2. 大 是 偶数 

Lr>0, f(ro) dar 在 zo 的 近 旁 不 变 号 . 

fkrzo)>0, 则 如 在 mo 的 邻 域 里 总 是 正 数 , 了 (co 上 dz) 
>F(co), 所 以 了 (co) 是 极 小 . 

f(zo) <0, 则 如 在 wo 的 邻 域 里 总 是 负数 ， fiot he) 
< (wo) ,所 以 了 (eo) 是 极 大 . 

总 结 起 来 , 即 得 函数 升降 及 极 值 的 一 般 检验 法 如 下 表 ， 


Fo0) fC ) = ef D0) 0 Pa0) £0 


f(r0) f{%) 
在 加 点 上 升 
在 zw 点 下 降 

有 极 小 值 ff(zo) 

有 极 大 值 7 了 (zo) 


现在 转 来 讨论 应 数 邮 线 的 时 凸 . 设 曲线 方程 是 9= 了 (ce)， 
”并 假设 fw) 有 nn+1 阶 连续 导数 .wo 是 定义 域 里 的 一 点 ， 那 
么 依照 索 勒 公式 , 有 


f (rot Av) =f (v0) +f' (to) de + 六 六 (wo) Lo 十， 


te) do tT oot 0 ho) dort 


+ 1 
(0<9 一 1). 
又 知 曲 线 在 (zo, f(go)) 点 的 切线 方程 是 

| y=f (80) +f (v0) Ae. 
两 式 相 减 ， US 


了 (co 十 4 一 y= 二 (mo) hr+ 二 fm Coo) La 
i 1 feteot 04e) dune 
| (0<0<D), 
假若 了 "(v0) 一 大 za) fo Yo) =0, 而 fw0) #0, hn, 
则 


ee + 二 让 (eo) de 


3 1 : Ft (zo 十 0Ax) Lort1 


由 前 面 的 讨论 知道 , dz 很 小 时 了 (zo 二 48) 一 9 与 了 (Geo) de* 同 
号 、 下面 根据 的 奇偶 性 分 析 曲 线 的 四 凸 ， 

1. 亡 是 偶数 

这 时 40*>>0，fO (ro) dar 与 (wo) 同 号 ,所 以 

ooo)>0 时 ,co 十 dz) -9>0 在 wo 的 邻 域 里 曲线 在 
基线 的 上 方 , 从 而 曲线 是 止 的 . 

fwo) <0 时 ,曲线 在 om% 的 邻 域 里 是 凸 的 . 
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2. 天 是 奇数 

不 论 f9 leo) 是 正 数 或 是 负数 ， 大 《ao)do 总 跟着 i 改 
变 答 号 ， 记 以 曲线 在 切 点 (ze，f wo) ) 的 两 旁 一 定 分 居于 切线 
的 两 侧 , (wm, 了 (0)) 是 拐点 ， 

和 总括 起 来 又 得 到 曲线 凹凸 及 拐点 的 一 般 检 验 法 如 下 表 : 


f(r FD VC) 0 FOr) PO 


k | f (eo) 

了 在 加 的 令 城 里 四 曲 
偶 0 在 久 的 邻 域 里 语 曲 
奇 40 有 拐点 (za, f(z0)) 


【例如 检查 fw) 一 220 一 上 二 3 在 点 &=0 时 的 性 态 . 
解 : ”了 (ec] =2.62" 8%’, f'(0) =0; 
Fv) =2.6.5¢ 3.2¢, f''0) =0,; 
f""(8) =3.6,5.4op-3.9， f"'(0) =—6. 
由 于 第 三 阶 导 数 首先 不 等 于 堆 ， 它 的 值 是 负数 ， 所 以 Fe) 在 
= 一 0 时 下 降 ， 曲 线 上 的 点 (0, 8) 是 拐点 . 
【 俩 2】 检查 f(z) =6Inw 一 2w? 寺 9m? 一 18z 在 2 二 1 时 
的 性 态 ， 
解 ， Jo) -二 一 bo2+185 一 18， 产 (人 =0 


一 和 


f'@ -ltls, f(D -0 
站) 三 2 Ee 12, Sd (1) =0, 
9 ~ 一 吝 ， Fe 人 D) = 一 36. 


由 于 四 阶 导数 首先 不 等 于 零 ， 它 的 值 是 负数 ， 所 以 2 一 1 时 ， 
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f(z) 有 极 大 ， 极 大 值 是 了 (1D = 一 十 同时 知道 曲线 在 (1， 
一 11) 附 近 是 凸 上 曲 的 . 


, 习题 = 
1. 求 下 列 函 数 的 单调 区 间 ， 
GD y=-DHDS WD yr 
{3) y=7~—e"; (4) y=222— lnwx; 
{8) 1 一 公 十 coS 工 
2. 求 下 列 函 数 的 极 值 
GD y=2m ae Gy 
(3) y= ze”; (4) 9 一 cosz 十 Bin cz; 


(5) y=ersinZ, 
93. 对 于 下 列 备 函数 ,在 指定 的 区 间 上 求 最 大 值 和 最 小 值 ， 
(1) y=x+2V7 (0<z<4); 
(2) y=MI00—B (6er<8): 
1 


Pe 交 一 . 
(3) y= rl (0O<z<4); 

一 1 rl md 3 多 a 
(4) 9 一 Bin 2¢—Z 人 芋 <z< 呈 ): 
(5) y=2 二 Zz~te?z (0<z< 持 ). 

人 和 4. 对 于 下 列 各 通 数 的 图 象 , 求 它们 的 拐点 及 四 是 区间， 
C1) y= (r+1)t re 2) y=ln(t t+]); 
yi (4 ys 
(5) % 一 22 

5. 全 菌 讨论 下 列 各 沙 数 , 并 画 它 们 的 图 象 : 

QD) YY 一 下 一 2 十 10; (2) y=e Vs, 
四 有 
《3) y=32 — 6 (4) y= TT 


(5) y=ln(e?+D. ] 
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6. 体积 为 人 的 正三 楼 柱 的 底 边 多 长 时 ,总 面积 最 小 ? 

了. 设 有 半径 为 吾 的 球 ,内 接 于 球 的 圆柱 体 体积 最 大 时 , 高 为 多 少 ? 

383， 把 一 我 灯 挂 在 半径 为 BR 的 圆 形 广 场 中 心 ， 癌 灯 离 地 面 多 高 时 才能 
使 广场 再 围 咯 上 照 得 最 亮 % 灯 光亮 度 与 光线 投射 角 的 余弦 成 正比 ， 
与 光源 距离 的 平方 成 反比 .光线 的 投射 角 是 通过 杂 的 铝 垂 线 与 光 
线 的 来 角 ). 

9. 设 有 重量 为 召 一 5 公斤 的 物体 放 在 水 半 蔷 面 上 , 受 力 也 揭 作用 而 
移动 (图 于 16), 已 知 摩 所 系数 为 上 =0.35， 现 在 要 五 正人 小 (刚刚 能 
拉动 这 物体 ), 问 卫 与 水 平 线 的 交角 a 应 为 多 少 ? 

F 
网 ee 


Wg 
I 


Pm5 公 后 


图 5$-16 


第 五 章 小 结 


第 一 节 四 条 定理 的 理论 ， 一 个 接着 一 个 ， 一 个 比 一 个 深 
入 .继续 发 展 下 去 ， 应 该 说 第 三 节 的 泰勒 公 式 才 达到 了 中 值 
定理 的 最 后 阶段 . 

第 二 节 洛 比 达 法 则 , 是 从 柯 西 定理 派生 的 .因为 它 对 于 求 
极限 特别 有 用 , 所 以 不 异 把 中 值 定理 的 整体 打 断 , 放 在 泰勒 公 
式 之 前 ， 好 让 它 和 柯 西 定理 衔接 . 虽然 88.3 引 入 泰勒 公式 
时 用 到 了 洛 比 达 法 则 , 却 不 是 韭 如 此 不 可 . 

实际 中 遇 到 的 函数 , 往往 非常 复杂 . 如 何 用 简单 函数 表示 
复杂 函数 , 是 一 个 急 待 解 决 的 问题 。 什 么 医 数 简单 ?多 项 式 最 
简单 。 为 了 用 卿 项 式 有 逼近 一 个 函数 ,就 产生 了 带 有 普遍 意义 
的 泰 勤 公式 .这 是 第 三 节 仅 有 的 一 个 内 容 . 这 里 我 们 看 到 了 
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如 知 用 z 的 多 项 式 近 似 地 代替 sinw, cosx, 时 的 方法 ， 

泰 勤 公式 的 余 项 是 核验 乏 勒 多 项 式 可 靠 程度 的 工具 . 拉 
格 遍 日 余 项 可 以 解决 大 部 分 问题 ， 但 对 于 不 少 函 数 它 的 力量 
显得 不 够 , 本 书 眼 于 篇 想 , 不 能 一 一 列举 其 他 形式 的 祭 项 ， 

第 四 节 讨 论 函 数 的 性 质 , 是 第 四 、 第 五 两 章 知识 的 应 用 ， 
其 中 牵涉 到 一 些 几 何 知识 , 即 是 关于 图 象 的 知识 .这 项 工作 ， 
下 一 章 还 要 继续 讨论 ， . 


TT 


人 


ee 第 人 站 ee 
八 是 


导数 的 应 用 


微 积分 是 研究 变量 的 一 门 数 学 , 大 致 可 以 说 , 凡 属 变化 现 
象 都 可 能 是 微 积分 的 研究 对 象 . 有 许多 函数 现象 , 不 能 用 适 
当 方 法 表示 , 因而 不 能 用 微 积分 讨论 ; 可 是 能 用 微 积分 讨论 的 
函数 现象 还 是 很 多 很 多 的 。 既然 微分 法 的 应 用 甚 广 , 我 们 就 
不 可 能 把 它们 都 逐一 列举 ， 而 只 能 选 其 重要 的 几 个 方面 略 骨 
解说 而 已. 

在 前 一 章 函 数 的 讨论 中 , 已 经 涉及 了 一 点 几何 问题 ， 本 
章 一 开始 还 要 在 函数 的 图 象 方面 继续 讨论 .接着 再 讨论 一 下 
巾 率 . 

方程 的 近似 解法 很 多 , 这 里 只 讲 与 导数 密切 相关 的 解法 . 

导数 在 物理 、 化 学 和 工程 技术 里 都 要 用 到 ,尤其 在 物理 上 
的 应 用 最 多 .知道 了 物理 上 的 用 法 ,一旦 碰 到 其 他 方面 的 问 
题 , 自然 会 惜 一 反 三 , 所 以 这 里 只 结合 物理 方面 的 典型 例子 讲 
一 点 应 用 . 


第 一 节 项 数 的 图 和 象 


浮 数 的 图 象 是 函数 的 直观 才 示 ， 可 以 使 本 数 的 各 种 性 态 
一 上 只 了 然 ， 对 于 函数 的 研究 有 很 大 的 帮助 . 以 前 作 孟 数 的 图 
象 主要 暮 描 点 , 而 描 点 法 难免 漏 掉 一 些 带 有 关键 性 的 点 (如 损 
点 ) 或 者 不 能 准确 地 找到 这 样 的 点 , 例如 极 值 的 点 ， 有 了 导 
数 之 后 , 就 可 以 很 精确 地 解决 这 些 问题 了 ， 


二 .1 讨论 曲线 的 一 般 程 序 


作 孙 数 图 象 时 , 如 果 先 知道 函数 的 一 些 性 态 , 作 图 就 容易 
些 , 也 正确 些 . 所 以 作 图 之 前 应 当 将 函数 讨论 一 下 。 现在 我 
们 有 了 便利 的 工具 一 一 导数 ， 比 第 一 章 的 讨论 自然 要 精确 得 
多 . 讨论 的 程序 大 体 如 下 : 

二 .由 函数 的 定义 域 或 它 的 表达 式 确 定 图 象 的 

(1) 范围 ; 

(2) 疗 断 点 及 连续 区 间 ( 见 第 三 章 §3.3, § 3.4); 

(3) 零点 及 辐 号 区 间 ( 见 第 一 章 $2.9); 

(和 对 称 轴 及 对 称 中 心 , 周期 性 ( 见 第 一 章 $ 2.9) 

2. 由 一 阶 导数 确定 图 象 的 

(了) 单调 区 间 ( 见 第 一 章 $ 2.9); 

(2) 澳 界 点 ( 见 第 五 章 $ 4.2). 

3. 由 二 阶 导数 确定 图 泉 的 

(1) 西 曲 或 凸 曲 ( 见 第 五 章 $ 4.3); 

(2) 拐点 ( 见 第 五 章 $ 4.3). 

以 上 列举 的 这 些 条 款 , 仅 是 一 般 应 该 注意 的 几 点 、 对 于 
个 别 问题 , 上 述 事项 有 的 可 以 省 略 , 程序 也 可 以 变更 . 但 应 该 
知道 ， 昌 然 讨论 了 这 些 性 态 ， 也 不 是 说 已 经 做 完了 作 图 的 准 
备 . 有 些 性 态 还 有 符 于 更 多 的 知识 . 


1. 它 图 象 的 画 法 


现在 举 几 个 例题 , 按照 上 述 条 款 逐 步 研究 函数 的 性 态 , 同 
时 逐步 添 设 函数 的 图 象 . 


[ 钢 1 作 y~ 了 全 的 图 象 ， 
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解 : 这 是 有 理 分 式 函 数 . 除去 z 一 一 1 这 一 点 间 肠 以 外 ， 
外 处 有 定义 ,所 以 它 的 连续 区 间 是 (一 0c, 一 十 和 (一 二 十 sc)， 
并 且 在 (一 02, 一 了 内 <0, 在 (一 1, 十 cc) 内 gg>0. 令 %=0, 
得 y=0, 这 是 唯一 的 零点 、 将 原 方程 变 作 % 的 二 次 方程 
| 只 一 0 一 4 一 0， 
它 的 判别 式 吧 上 + 和 2 各 = 人 二 四 ， 当 一 4<y<0 时 是 负数 ，z 是 
a »* 复数 ; 所 以 曲线 不 能 化 入 y= 一 4 
SS 1 与 y=0 两 直线 之 间 . 
”把 曲线 不 能 达到 的 区 域 画 上 
， 阴影 线 、 首 先是 U= 一 上 与 V=0 
之 间 的 部 分 . 凌 次 < 一 1 时 ， 
Yy<0， 曲 线 在 直线 "十 1=0 之 左 
不 能 伸 入 2 轴 之 上 ， 所 以 直线 
?十 1=0 以 左 ,zz 轴 以 上 的 部 分 也 
通 上 胃 影 线 ， 同 理 直 线 > 十 1=0 


以 右 , y~ 一 和 以 下 的 部 分 也 画 上 
阴影 线 (图 6-1)， 特 别 标 出 曲线 的 零点 (0, 0) .一 阶 导数 
| 1 rmt+2) 
(1+o)’ 


当 w* 一 一 2 及 0 时 等 于 零 . 在 (一 oo, 一 2) 内 >0, y 上 升 ;在 
《一 2, 一 内 <0, y 下 降 ， 因 而 在 点 (一 2， 一 4) 达 到 极 大 . 
又 在 (一 1, 中 内 <0, y 下 降 ; 在 (0, 十 oo0) 内 y >>0, yy 上升， 
央 而 在 点 (0, 0) 达到 极 小 . 

,im y= 十 cc， ,lm gy 二 一 co、 这 时 2= 一 于 是 渐 近 线 . 
在 图 上 泗 出 浙 近 线 z= 一 1， 并 标 出 点 (一 2， 一 4) 《图 
6-1), ; 

二 阶 导数 是 
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re 2 
4 4 EE 
在 (一 00， 一 了 内 <0, 图 象 贞 曲 ; 在 (一 1， 十 cc) 内 y'>0, 
图 象 籼 曲 .y" 不 能 等 于 零 , 没有 拐点 . i 
把 以 上 讨论 的 结果 汇集 成 一 个 才 ， 可 以 使 绘图 工作 更 加 ， 
方便 . % | 


EE -一 一 一 - 


根据 以 上 讨论 ; 给 成 曲线 如 图 61 所 示 . 
【 例 2】 已 知 >0, 试 作 悬 链 线 g= 号 (中 士 e) 的 图 象 


” 解 : 这 函数 在 整个 数 办 上 y 
有 定义 ， 所 以 曲线 在 左右 两 方 
没有 摄制 ， 我 们 知道 任何 正 实 
数 a, 都 满足 不 等 式 4 十 0 >2， 


9G 入 


所 以 
©,$ 有 ¢ 
一 (6 十 6 "> X=6. 
2 


那么 曲线 一 定 在 直线 % 一 之 
上 . 《随即 在 举 标 纸 上 将 y 一 c 图 $3 
之 下 的 半 平 面 画 上 阴影 线 )}， 因 此 函数 没有 零点 . 


de 


= 971~— 


TT ee rp Em 


由 y=0, 解 得 z=0， 在 区 间 ( 一 oo, 人 内 儿 <0, 曲线 下 降 ; 在 
(0, 十 ce) 内 久 >0, 曲线 上 升 。 因 而 在 C0, 0) 点 达到 极 小 . 


et 


所 以 曲线 是 上 易 ， 没有 拐点 
从 以 上 讨论 的 结果 (读者 仿 革 全 I 作 一 个 才 ) 绘 成 图 象 
如 山 62 

以 上 的 讨论 都 是 按 箔 卡 儿 举 标 说 的 . 但 也 可 以 借 它 来 讨 
论 极 坐标 方程 的 曲线 ; 尤其 是 上 升 .下降 、 极 大 、 极 小 的 理论 可 
以 很 方便 地 使 用 . 

【人 鲍 3] 作 心 脏 线 7=a(1 二 cos0)， a>0. 

解 : 这 是 2 的 偶 函 数 ， 图 象 关 于 极 轴 对 称 . 一切 8 值 使 

7 存在 , 曲线 布 满 O 的 四 周 . 

Ir|=all+cos 6|<24, 

2 ”曲线 不 能 越 出 网 "= 2a 之 外 . 
7'= 一 0 Sin 9, 令 二 0, 解 
得 8=0 或 xw.。 当 8 出 小 而 大 
地 通过 0 时 , ” 由 正 变 负 , 这 时 
7 一 2a 是 极 大 (点 离 极 最 远 ). 当 9 由 小 而 大 地 通过 zw 时 ,”" 由 

俯 变 正 ,此 时 7=0 是 极 小 ， 

由 育种 ”=a (1 二 cos 8) 很 容易 得 到 7 的 变化 规律 . 
0<8<n 时 ,7 之 0, 7 递减. 9 由 0 增 大 至 号 时 ,7 由 2c 减 小 
到 a 6 由 本 再 增 到 z 时 ,7 由 4 再 减 小 到 0, 0 由 mw 增 至 2 
的 情形 ,可 以 从 曲线 的 对 称 性 推 想 ( 图 6-3). 


1.3 渐 近 线 
画 函 数 的 图 象 时 ,常常 要 遇 到 渐 近 线 。 本 来 讨论 曲线 应 
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该 把 渐 近 线 列 为 一 项 .因为 以 前 本 书 未 剖 正 式 研 究 这 问题 ， 
所 以 没有 列 入 $1.1 的 程序 之 内 。 但 是 我 们 已 经 对 于 新 近 
线 有 些 感性 认识 ， 例如 y=0 是 y=e” 的 渐 近 线 ; m=0 是 
4 一 ]ogsz 的 渐 近 线 ; 5% 土 ay 一 0 是 双 上 晶 线 0352 一 a 一 a363 的 
渐 近 线 ( 见 数理 化 自学 丛书 < 平面 解析 几何 > 第 四 章 ) 这 都 是 我 
份 已 知道 的 ， 本 章 前 段 例 工 已 经 说 明了 zw= 一 工 是 渐 近 线 , 其 
实 还 有 一 条 渐 近 线 
y=w~1, 

当时 由 于 还 不 知道 求 它 的 方法 , 所 以 没有 提出 来 . 

定义 ”能 伸展 到 无 穷 远 的 曲线 ， 如 果 沿 着 它 向 无 穷 远 移 
动 的 点 ， 到 某 条 定 直线 工 的 距离 以 符 为 极限 。 工 就 叫做 这 曲 

动 点 (zs, 队 回 无 穷 远 移动 有 三 种 可 能 ,一 种 是 w=>co 而 
yy 趋 于 有 限 数 ;一 种 是 z 趋 于 有 限 数 ,而 yoc; 再 一 种 是 zy 
都 趋 于 无 穷 。 对 应 于 这 三 种 情形 的 渐 近 线 , 第 一 种 是 模 渐 近 
线 ( 如 y 一 天 的 渐 近 线 y= 0); 第 二 种 是 从 渐 近 线 (如 9 一 10gsz 
的 浙 近 线 z= 人 ;第 三 种 是 斜 渐 近 线 (如 io2 一 2 一 ai 的 
渐 近 线 bw 土 ay=0)， 分 别 讨 论 刀 下; 

T， 神 渐 近 线 

假设 曲线 0 的 方程 是 

一 了 o) ， 

如 果 lim Jo) 存在 , 等 于 某 常数 及 那么 直线 


y= 


是 C 的 横 渐 近 线 ， 理 由 是 C 上 动 点 (o, 了 加) 到 直线 y~% 的 
距离 是 了 (w) 一 友 而 
limff(o) -~0, 
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【全 1) 求 y 一 就 于 的 模 渐 近 线 . 
解 ， ee te 
a 2 “1 


所 以 y=1 是 所 求 的 浙 近 线 (图 6-4). 
求 得 渐 近 线 方程 以 后 ， 还 需要 观察 曲线 怎样 地 珊 近 这 渐 
近 线 ， 就 本 例 来 说 , 曲线 是 从 直线 Y=I Bit 还 


是 从 下 方 逼 近 它 呢 ? Ba 一 比 1 大 还 是 小 ， 
现在 显然 当 lz| > 工时 ， -于 -一 了 1 这 说 明 在 左右 两 方 曲线 
都 从 y~1 的 上 方 副 近 它 . 


tml 


3 
1 

rt RN .heel PS 
上 


-一 -~ 一 dv 一 一 一 


y= 


好! 


| 


rr 一 一 


【 借 2] 求 " 一 太一 5 的 横 渐 近 线 ， 
解 ， 将 所 纵 方程 为 
4 只 一 9 一 9 一 0， 
解 y, 得 


11+V86%+1 . 
人 


.一 号 ?4 一 


然后 求 一 co 时 的 极限 


lim Me lim (元 1 Fr ) = 十 8. 


那么 y= 土 3 RE 6-5) . 
处 理 这 样 的 问题 在 技术 上 可 以 不 必 如 此 麻 需 ， 实 际 上 直 
接 从 所 设 方程 看 4 取 什 么 值 时 , z=oo 即 可 ， 这样 立 刻 就 知 


2. 纵 渐 近 线 
从 理论 上 说 求 
y=f (2) 
的 纵 渐 近 组 ,应当 从 反 函 数 > 一 2() 看 im p (是 否 存在 . 假 
设 有 一 个 极限 为 那么 “一 便 是 纵 渐 近 线 ， 上 边 例 2 恰好 是 
这 种 形式 的 函数 , 由 


所 以 6。=0 是 然 浙 近 线 . 

也 可 以 直接 从 f( 泡 观察 , 能 使 fo) 变 成 co 的 2 信 匹 就 
决定 纵 渐 近 线 w 一 h， 比 如 例 1 有 两 条 纵 渐 近 线 z=1, 4 一 一 1 
( 见 图 6-4)， 


3. 斜 渐 近 线 
曲线 
y=f(e) 
的 一 个 无 穷 远 分 枝 , 如 果 有 和 斜 浙 近 线 
yav+b {1.1) 


的 话 ， 这 枝 曲 线 的 方向 必 渐 趋 稳定 ， 最 后 的 方向 (无穷 远 处 的 
方向 ) 即 是 渐 近 线 的 方向 ， 求 斜 渐 近 线 应 当先 确定 它 的 方向 ， 
根据 渐 近 线 的 定义 ; 
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lnff (2) 一 az 一 引 =0, (1.2) 
由 此 
lim [7 —a— 二] -0 


本 一 co 


无 经 地 了 >0, 因而 


lim 二 一 ~ 一 fe) 一 C 


帮 一 :> 


所 以 渐 近 线 存在 时 , 它 的 祭 率 5 必须 是 
im 二 


了 了 一 4 


如 果 这 极限 存在 ， 训 才 示 闻 级 在 aro 民 < 的 方向 上 趋 于 无 
从 例 1 的 丽 数 y 一 一 开 , 求 得 


lim 三) 二 一 一 一 Im pe 


Wece 多 z=% 化 十 
这 说 明 上 曲线 在 斜 角 为 节 的 方向 上 趋 于 无 穷 远 ， 又 如 从 抛物 
线 民 一 二 一 二 (图 6-6), 求 得 


Hm “一 20 a Ta i 
Ko TU > 用 和 


所以 这 抛物线 也 在 斜 角 为 于 的 广 


向 上 趋 于 无 穷 . 
曲线 尽管 在 某 一 个 方向 上 趋 于 
图 4-6 无 穷 远 ， 却 未 必 有 这 祥 方 向 的 渐 近 


线 ， 方 才 的 便 工 有 斜率 为 工 前 渐 近 线 ; 而 抛物 线 巡 一 坟 一 a 
却 没 有 一 摔 物 线 是 没有 浙 近 线 的 . 所 以 求 得 了 
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lim co) a 


Ed 化 


以 后 , 还 需要 进一步 试探, 即 是 看 看 在 直线 系 (以 8 为 参数 ) 
UV= 0X 十 8 
中 有 没有 一 条 直线 是 渐 近 线 ， 也 就 是 说 有 没有 一 个 5 满足 
(4.2)， 如 果 这 样 的 5 存在 , 以. 也) 就 是 渐 近 线 ; 若 5 不 存在 ， 
就 没有 射 率 为 a 的 浙 近 线 . 
世 .2) 成 立 人 lim[f (2) av] =5, 
可 见 有 无 合用 的 5, 取决 于 limfy(z) 一 co] 是 否 存在 ， 如 
果 这 极限 存在 , 它 就 是 5. 
已 经 知道 例 1 的 曲线 在 全 的 方向 上 趋 于 无 穷 远 ,然后 在 
直线 系 
?一 % 十 下 《1.3) 
中 试探 有 无 渐 近 线 . 
加 [7 四- 种 (下 5 中 -各 二 
所 以 5 一 一 1, 代入 (1.3), 即 得 浙 近 线 
.Y=—v—1., 
再 从 抛物 线 来 看 ， 假 若 抛 物 线 中 一 01 一 o3 有 射 率 为 1 
的 渐 近 线 ,那么 (1.3) 里 的 5 就 应 该 是 jim (o8 一 三 一 翅 , 但 是 
这 极限 不 存在 , 所 以 没有 和 全 渐 近 线 . 
总 括 来 说 , 试探 斜 源 近 线 , 应 该 遵循 以 下 步 又 . 
第 一 ， 求 lim 并 中 ， 如 果 这 极限 不 存在 , 就 没有 斜 渐 近 
线 ; 如 果 有 极限 <, 才 可 能 有 形式 为 = az 七 的 浙 近 线 . 
第 二 ， 求 Jim fy(o) -oo]。 如 果 这 极限 不 存在 , 便 没有 
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斜率 为 e 的 渐 近 线 ; 如 果 有 极限 六, 则 2Y=az+a 为 渐 近 线 . 

Y 一 让 (人 的 渐 近 线 , 可 能 因 2 一 十 co 或 一 co 而 不 同 ,应 当 
分 别 讨论 。 曲线 的 无 穷 远 分 枝 与 其 渐 近 线 的 相关 位 置 , 决定 
于 f(z) 一 az 一 b 在 N(so, 县 ) J 


[ 便 3] 设 4>90, 求 曲线 y= Yo 二 的 斜 渐 近 线 . 
解 . lim = lim V1. 


on 人 


Te (VE -NM ea a) 


人 一 本 光一 忆 
二 a 
J 


lim (y—w) = 


可 见 沿线 有 生源 过 名 


a 
ee i a) 2° 


y+ (1.4) 


Ee 


0 a a 
$— 2 0 0a) 


| (1+WI-2 E 
因此 知道 直线 代 . 分 总 在 曲线 的 下 方 ( 图 6-7)， 
Ja 二 


= lim (- = 一 上 


£2—09 Y 多 一 名 


二 LE 


下 边 求 
Hm ty—(~e)] = lm (二 s+) 


一 378 一 


为 了 计算 上 方便 , 令 = 一 z', zw'>>0, 这 样 便 有 
(NU — Ma Mw te 士民 


. om” 化 坦 : 
2 = 
Noa Vo Va 
一 Gd 


Vo ta (Vo + Fa) 


所 以 
3 到 
Jim (y+%) = Lim (y > —s )= -3 


这 就 证 明了 上 曲线 有 和 鲜 浙 近 线 , 
y= 一 2 一 瑟 ， (1.8) 
有 (人 (Yo 


2 


* 


好 
2 
2 2 
2 Vrtal(vVo+vV eo +a) 


出 于 
wo! 工 
TOCVT 二 VCTO) (wv'>0), 
所 以 
wp 
人 (-“ 一 号 )>0 


可 见 直 线 引 .部 总 在 曲线 的 下 方 . 


一 379 一 


{ 例 4] 求 莫 叶 线 只 十 久 = 8oey 的 渐 近 线 ( 图 6-8). 

解 ， 若是 照 前 面 讲 的 丙种 方法 求 渐 近 线 ， 便 要 解 三 次 方 
程 , 这 很 麻烦 . 但 是 我 们 已 经 知道 蔓 叶 线 的 参数 方程 
Sat 3at2 - 
1+8’ ST 工本， 


现在 利用 这 方程 来 求 斜 浙 近 线 . 
当 二 > 一 1 时 , %->00, yo0, 


pa [ Bat )- 人 
有 


= 


#3 一 闪 t+*—1 
这 表示 可 能 有 和 斜率 为 一 1 的 渐 近 线 
y= ~—2+6. 
3ai3 Baf 
lm ly- (~ ~ Him (TH +I) 
8at 
ee 


所 以 38= 一 a, 从 而 y+% 十 a=0 是 斜 浙 近 线 . 


习题 一 


讨论 下 列 曲 线 然后 秆 图 ， 有 渐 近 线 的 情况 , 求 其 渐 近 线 方程 , 并 讨 
论 曲线 对 于 渐 近 线 的 位 置 关系 ; 


1. y=3r:—4z3+1. 个 y= 六 24 一 3z2 十 2. 
_ 67 2 a2 9 
3. A 4. vy 和 (2 2) 《Z 士 多 ee 
5. y+ —37+4=0. 6, Ty—8y—2=0, 
7. y=247 ~ 8. r=2y— 
WE 一 空 (一 1 
9. Yy 一 本 十 arc 刀 和 10. y CT 


第 二 节 曲 率 


一 条 曲线 转弯 的 速度 , 一 般 处 处 不 同 . 比如 螺 线 就 是 这 
样 。 唯 右 回 的 续 弯 速度 处 处 一 样 。 函数 的 变 宰 只 有 一 次 函数 
的 变 率 是 均匀 的 , 其 他 缀 是 不 均匀 的 但 是 在 很 小 的 范围 里 ， 
可 以 用 直线 的 变 率 代 蔡 曲线 的 变 率 , 来 研究 复杂 问题 . 研究 
路 线 的 弯曲 也 是 这 样 ， 在 很 小 的 范围 里 可 以 用 圆 的 弯曲 代替 
曲线 的 弯曲 ， 这 就 是 本 节 讨 论 的 内 容 ， 


安 .1 弧 的 微分 


弧 的 微分 是 昌 线 弧 长 增 量 的 近似 值 、 弧 长 是 相当 复杂 的 
概念 , 要 用 积分 的 理论 才能 解释 . 有 了 弧 长 的 定义 , 才 可 以 讨 
论 弧 长 的 变化 ， 所 以 现在 提出 弧 长 的 微分 问题 ， 不 能 根本 解 
决 . 下 边 只 就 光滑 曲线 讨论 这 问题 ， 对 于 这 种 曲线 ,首先 需 
要 承认 一 个 原理 ; y Q 

趋 于 零 的 弧 长 与 对 应 的 艾 


a 


的 贺 的 弦 与 弧 之 比 的 极限 定理 
Si 作 二 1 : 
Ph 公 


就 是 这 原理 的 特例 . 因 6-9 

假设 曲线 0( 图 6-9) 的 方程 是 y 一 Fo) ,而 且 户 (z) 连 续 ， 
即 是 说 曲线 是 光滑” 的， 在 上 取 一 点 4 作为 量 弧 的 起 点 . 
每 指定 一 个 z 值 ，C 上 便 有 一 点 已 (z, 急 与 之 对 应 ， 于 是 有 
一 段 弧 AP， 这 弧 有 长 度 s. 可 见 s 是 2 的 函数 .现在 求 8 因 2 


而 变 的 变 率 到、 


令 = 取 增 量 各 (一 PM), O 上 对 应 于 w+ 如 的 点 是 也 
函数 有 对 应 的 增 量 4 必 (= MP').s 的 对 应 增 量 是 48=PP'. 从 
勾 股 定理 知道 

PP'= ~V /r+ sy’, 
现在 
Ls PP pp pp' bP 1+() yy), 


= 


a A PP /lw PP 


当 Lo->0 时 , EP’ 与 PP' 都 的 于 零 ， -上 -1， 所 以 


-fr 


假若 C 的 方程 是 z=$(y), 同样 可 以 证 得 


至 -MI+( 至 ) . (2.2) 
这 两 个 公式 还 可 以 统一 成 
ds -det+dy?， 或 d= Var (2.3) 
所 以 
ds VITY do VITody, 
; 了 vb 
其 中 = cy ， 0 一 和 
假若 切线 PQ 的 斜 角 是 m 出 . 忽 一 霹 a， 由 公式 (2. 了 )、 


2.2) 得 


2 _ 008a, Ysina. (2 .4) 


第 四 章 $5.2 说 过 ， 当 如 很 小 时 ， 取 dy 代替 dp 无 蜡 计 
取 切 线 代替 曲线 ， 那 时 说 曲线 的 纵 坐标 和 切线 的 纵 坐标 只 差 
一 个 高 阶 无 穷 小 .现在 这 里 的 PP" 的 长 和 切线 上 相应 的 线 
刁 PQ 的 长 ， 也 只 差 一 个 高 阶 无 穷 小 ， 这 因为 从 公式 (2.8) 


~ 382 一 


{1 二 


~ 
MR rn 


来 看 ， 
dV/ PH FM ~ PQ, 
所 以 


ee 


PP’' 一 PQ 一 省 一 0 一 of(d4z) 。 


2.2 曲率 


假设 有 C，C' 两 个 圆 , C 的 半径 较 大, 0’ 的 半径 较 小 , 又 
有 两 个 动 点 P,P' 按 同 样 的 线 速度 分 别 在 O, 0' 上 移动 。 我 
们 会 觉得 也 转弯 慢 一 点 ,， P' 转弯 快 一 些 ， 这 因为 也、 也 ' 走 一 
样 长 的 弧 时 ，P 点 的 方向 改变 得 少 些 ，P' 的 方向 改变 得 多 一 
些 。 平常 说 O 弯 曲 的 程度 比 
0" 弯曲 的 程度 小 就 是 这 个 
原因 . 

假若 有 一 段 曲线 了 ， 它 
不 是 圆 弧 (图 6-10)。 从 直 
观 上 我 们 党 得 它 在 某 一 部 分 
弯 得 重 些 ( 例 如 图 6-10 中 并 
的 右上 段 ), 而 另 一 部 分 弯 得 机 
轻 些 (例如 图 6-10 中 丁 的 左下 部 )， 也 就 是 说 ， 这 曲线 的 恋 
曲 程度 随处 不 同 、 现 在 把 这 现象 分 析 一 下 ; 

晶 线 在 一 点 弯曲 的 程度 ， 取 决 于 它 在 这 点 近 旁 方向 政变 
得 快慢 ， 要 说 明 方向 改变 得 快 或 慢 ， 必 须 说 明 它 在 多 长 的 弧 
上 方向 改变 多 大 角度 .曲线 在 一 点 的 方向 决定 于 切线 的 斜 
第 ,因此 首先 要 假定 荆 处 处 有 切线 . 

假设 动 点 卫 沿 着 荆 (图 6-10) 从 一 点 Po 出 发 , 当 卫 移动 
到 Pi 时 ,， PoPi 的 长 是 8， 这 时 动 点 是 沿 着 切线 PiP; 的 方向 
移动 的 .假定 PJTi 的 斜 角 是 a， 如 果 动 点 卫 沿 着 人 再 移动 
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一 段 距离 和 所 Ps， 那么 它 到 Ps 时 是 沿 着 切线 PT 移动 
的， 假设 PT 的 斜 角 是 w 十 4u。 这 就 是 说 王 点 在 心 这 一 自 


弧 上 方向 改变 了 da( 一 和 TsBT3), 那么 | 外 | 便 是 曲线 工 在 
弧 色 P, 上 方向 攻 变 的 平均 速率 , 称 为 弧 P 户 的 平均 曲率 . 
定义 1 当 妈 30 时 ,| 外 | 的 极限 吊 做 曲线 并 在 点 


的 曲率 . 
曲率 记 作 一, 即 是 


,| dm do 
| 
这 就 把 曲线 在 情 ; 点 的 弯曲 程度 的 意义 数学 化 了 。 
因为 ds 一 0 时 ,4x 一 0, 所 以 


如 | | 
| 
A 对 | | | 30) 
dz QT 
又 因为 多 = 久 = 谨 四 那 么 a=are 志 多 于 是 
do Hf 
dy ity>’ 
前 段 曾经 提 到 过 ，- 侍 = (1Ty) 代入 (2. 辐 得 
ke SS 


”如果 曲线 是 由 参数 方程 ; 
v=—yt), y=9p(t) 


WDD dy DD 
do bs) dw ADE 


代入 (2.6), 化 简 后 得 
EAOPAOEAOLAO 
AT 


或 简写 为 
WY" wo 
yD) . 
定理 1 加 上 各 点 的 曲率 是 常数 ,等 于 半 和 名 的 倒数 . 
【证 】 可 以 从 平面 几何 直接 证 明 ， 也 可 以 从 解析 几何 证 
明 ， 


讽 圆 的 半径 是 召 ， 从 图 6-11 


~ 
看 ，PiPs 的 平均 曲率 = -站 
bP,  ) 


一 了 Bp 一 责 ” 这 是 与 么 元 关 的 Bs 


(2.7) 


常数 ,是 全 的 极限 . el 


如 果 用 公式 (2.6) 证 ， 就 需要 从 图 的 方程 
V+ 
求 y 对 于 zz 的 一 ,二 阶 导数 ， 


代入 (2.6) 得 及 = 二 ，】 


定理 2 直线 的 曲率 是 零 . 
【证 ] 直线 y=aw+ 了 的 y=0, 所 以 K=0. 1] 
【人 蚀 1] 在 抛物 线 刀 =222 的 任 一 点 Plz, 力求 曲率 ， 


解 . A w= 一 个 代入 (2.6) 得 


x /rE) | rp py 


-835— 


【 例 3] 求 曲 线 
v=, Y=8t—# (2.8) 
在 t=1 时 的 曲率 . 
解 ， 必 一 6 zw" 一 6，# 一 3 一 3 太 , y' 一 一 6#， 当 t 一 1 时 ， 
w=6, wv"=6;Y 一 0, Y' 一 一 6 代入 (2. 站 得 
16.( 一 6) 一 0.6 6? 二 
| 一 全 5 | 人 


这 是 曲线 在 卫 (3, 2) 点 的 曲率 (图 6-12). 


6-12 图 6-13 


号 .3 曲率 半径 .曲率 圆 、 曲 率 心 


由 前 段 两 条 定理 米 看 .除去 直线 以 外 . 阅 的 曲率 最 简 
单 , 圆 的 半径 长 等 于 曲率 的 便 数 .假若 已 经 求 得 了 曲线 工 在 


一 点 卫 的 蝎 率 尺 ， 久 要 玉 大 0， 便 可 以 取 况 为 举 色 画 一 个 


加 ; 那么 这 图 的 弯曲 程度 正好 是 并 在 卫 点 的 弯曲 程度 .这 

样 的 圆 可 以 使 了 点 的 弯曲 程度 形象 化 。 通常 把 这 贺 苏 在 了 

和 杂 的 一 方 ( 由 "的 正 负 判定 ) 并 且 和 工 在 点 相 切 ， 在 过 卫 
1 


点 的 法 线 (图 6-18) 上 取 PC= 束 以 0 为 同心 , OP 为 半径 
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郊 下 十 


部 图 。 这 圆 则 做 曲线 在 卫 点 的 则 率 回 、O 叫做 曲率 心 ， 半 
径 CGP 岂 做 曲率 半径 .通常 用 Fe 于 是 由 3 .6) 
与 .7) 得 | 
a /Clay /和 2 /9 

-天 [+ 可) ] Ps (ot 

图 6-12 里 的 图 C,， 是 曲线 (2.8) 在 P(3, 2) 点 的 曲率 问 ， 
卫 点 的 纵 坐 标 是 极 大 , 法 线 PO 平行 于 vy 轴 ,PO 6 是 曲率 半 
径 , (3, 一 4 是 曲率 心 . 

项 训 半 径 或 曲率 的 实用 价值 很 大 .假设 有 一 妇 直 的 铁路 
连接 一 段 圆 的 铁路 , 虽然 这 地 方 的 轨道 是 光滑 的 直线 , 但 是 火 
车 经 过 接合 的 地 方 还 要 发 生 振 划 .原因 就 是 由 于 曲率 在 这 里 
突然 改变 了 .为 了 避免 这 种 现象 ,可 以 在 直线 轨道 与 圆 缴 轨 
道 之 间 , 添 一 段 立方 抛物 线形 的 轨道 , 使 立方 抛物 线 的 拐点 与 
直线 接合 , 要 求 另 一 端的 曲率 半径 与 圆 绝 的 半径 相等 。 


习 题 二 


工 ， 对 于 下 列 曰 线 在 指定 的 点 上 求 曲率 半径 ， 再 丁 这 上线 和 点 的 曲 
-这 加 : 
(1) y=2, (1, D; (2) y 2 (4,.8); 
(3) -dy’=12, (4, 1); (4) 内 =10x 一 6， 由 3); 


(5) B+ a gb, (qa, 0); 《6) (= 三 ) +( 芝 ,Re 


(7) y= ln zx, (0, 1); (8) =m +8, (~2, 0. . 
2. 对 于 下 列 曲 线 在 泛 定 的 点 (za， 的) 上 求 曲率 半径， 

(1) pb2z3 一 a202 一 a2D3; (2) 3 4 a 

《3) i {4) y=n te xz, 


3. 切 抛 物 线 态 =16z 于 (I, 幼 的 直线 ， 沿 着 曲线 移动 一 段 距离 
省 一 0.1， 问 切线 方向 转 了 多 大 的 角 ( 近 似 值 )? 
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4， 对 于 下 列 曲线 在 指定 的 点 上 求 曲率 半径 ， 每 画 这 出 线 和 这 点 的 曲 
率 回 . 
(1) z 一 382， y= 3t—#3, t=1; (2) z=4sint, y=2 Cost, X 一 2 
5， 试 还 曲线 y=f (x) 在 由 率 半径 极 小 的 点 上 满足 
dy Py? _ dy du \21] .. 
3 法 )( 各 )= 侨 [+( 当 )] 


6. 试 证 直线 z=c 的 曲率 是 零 . 


第 三 节 ”方程 的 近似 解法 


读者 在 初等 数学 里 学 过 一 些 解 方程 的 方法 ， 但 是 那 时 候 

主要 是 解 代数 方程 , 至 于 象 
sin 2 一 少 一 人 

这 样 的 所 谓 超 走 方 程 如 何 求解 ?在 一 般 初等 数学 里 提 得 很 少 ， 
超越 方程 的 应 用 价值 并 不 亚 于 代数 方程 ， 所 以 学 习 这 种 方程 
的 解法 是 很 有 必要 的 . 这 种 方程 一 般 不 能 求 得 根 的 准确 值 ， 
只 能 求 到 它 的 近似 值 ， 求 近似 根 的 方法 叫做 近似 解法 。 这 一 
节 中 将 介绍 两 种 常用 的 近似 解法 . 

即便 代数 方程 的 实 根 也 未 必 能 用 根 式 写 出 来 ， 过 到 这 种 
和 情况, 记 只 好 求 近 似 根 ,所 以 近似 解法 对 于 代数 方程 也 有 讨论 
的 必要 .我 国 宋朝 (十 三 进 纪 》 的 数学 家 如 页 宪 、 秦 九 韶 在 这 
方面 育 很 好 的 成 就 ， 他 们 所 用 的 方法 与 西欧 罕 传 的 赫 乃 尔 
《W. 届 . 吾 orner) 方 法 完全 相同 .因为 这 种 方法 比较 麻烦 , 近 
来 不 大 注意 它 了 .这 里 只 讲 与 导数 有 关 的 解法 . 在 讲 这 方法 
之 前 , 略 谈 一 下 方程 的 重 根 ， 


人 33.1 方程 的 重 根 
如 果 方 程 
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站 ro =0 (8.1) 
有 上 个 根 都 等 于 wo， 就 说 m 是 (3.1) 的 天 重 很 、 若 下 = 二 就 
说 zo 是 单 根 ， 比 如 方程 
(zw—2)*(w—86)=0 
有 一 个 三 重 根 2 和 一 个 单 根 5. 
由 代数 学 知道 ，(3.1) 有 五 重 根 mo 时 ，F(z) 可 以 化 作 
(z 一 zo)sfi(o) 的 形状 ， 而 户 (zo) 关 0、 换 句 话说 ，F(c) 能 被 
(ec 一 zo)* 整 除 , 而 不 能 被 (e 一 zo)*#a 整除 ,显然 反 过 来 说 也 对 . 
检查 (3.1 式 有 无 8 重 根 mo， 或 者 f(z) 能 否 写 成 
(zc 一 co)afi(@) 的 形式 ， 用 导数 很 方便 。 假设 F(e) 在 zo 的 邻 
域 里 有 mw 十 工 阶 导数 . 根据 泰勒 公式 (第 王 章 $3.8), 在 h<n 
时 ， 
f (0) = fo) +F Ce0) (0—o0) + ti (om) 
+ Co— zo)" th es)" 
{8.2) 
其 中 在 zo 与 «之 间 ， 从 这 等 式 来 看 ， 
wo 是 (3.1) 的 单 根 仿 fx0) =0, fw0) 0. 
wmo 是 (38. 了 D 的 二 重 根 舍 f (v0) = 万 (co) =0, f" (vo) 0， 
如 此 类 推 , 直到 
Fo(eo) =0 (=0, 1, ,hb—1); 
oo(co) #0. ; 
【 例 】 方程 fo) = 一 6m? 二 84 一 4=0 由 于 (2) = 了 (2) 
~0, 了 "(2) 尖 0, 因而 有 二 重 根 z=2. 由 于 f(D 一 0, 户 (TD 关 0， 
因而 有 单 根 > 一 1. 
如 果 f(w) =0 有 天 重 根 oo, 那么 2 一 ww 是 f(z) 及 f09-?D(&) 
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mo 是 (3. 了 ) 的 上 重 根 属 | 


的 公 因 式 ， 便 可 以 从 je) 与 它 的 各 阶 导数 的 公 因 式 里 去 找 ， 
所 以 我 们 要 讲 的 解法 只 限于 单 根 . 

不 论 用 哪 种 方法 求 近似 根 ,首先 要 推测 所 求 的 单 根 zo 在 
基 个 确定 的 区 间 (a, 5) 之 内 , 而 且 要 (a, 了) 很 短 , 短 到 它 里 边 
只 有 m 一 个 根 、 当做 到 这 一 步 之 后 , 就 说 将 单 根 oo 孤立 在 
Ca, 之 内 了 。 要 想 达到 这 目的 ， 需 要 7(o)， 户 (及 w.8 两 
个 数 满足 下 列 条 件 : 

GD 7 ， 产 四 在 区 间 Te 可 上 迄 续 , 户 (在 [a 归 上 
不 变 符号 ; 

(2) f(g@) 与 (6) 符 号 相反 ; 

为 了 保证 要 讲 的 解法 确实 能 用 , 再 加 一 条 限制 : 

(3) f"(w) 在 区 间 [a, 妇 上 连续 ,而且 不 变 号 . 只 要 了 "(2) 
连续 而 且 mw 是 单 要, 这 样 的 a, 5 总 是 存在 的 . 


号 ,2 切线 法 


按 上 面 (1)、(2)、(3) 条 将 f(w) =0 的 单 很 wm 孤立 在 

[a, 四 之 内 雇 后 , 4.5 两 数 已 经 可 以 说 是 wo 的 近似 值 了 ; a 是 

弱 近 似 值 ,8 是 强 近似 值 ,最 大 误差 不 超过 8 一 ac。 但 是 这 近似 

值 可 能 误差 太 大 ， 不 合 要 求 。 现在 需要 在 既 有 的 基础 上 ， 变 
法 另 求 更 好 的 近似 值 、 大 约 在 1676 年 之 前 , 牛顿 取 曲 线 

=F(o) 在 [w， 引 一 端的 切线 代 幸 曲线 ， 然 后 用 切线 与 轴 的 
交点 的 模 华 标 作为 根 的 近似 信 ， 这 就 是 切线 法 ， 也 叫做 牛 瑟 

法 . 虽然 当初 牛顿 是 用 这 方法 解 代数 方程 的 ， 其 实 也 可 以 用 

来 解 超越 方程 . 

在 孤立 m 的 区 间 [o, 58] 上 , y= 了 (wm) 的 曲线 因 f'(z) 的 正 

负 而 或 升 或 降 , 又 因 了 f"(w) 的 正 负 而 有 四 有 凸 , 配合 起 来 一 共 

有 图 6-14 到 图 6-17 的 四 种 情形 .了 (4) 与 (2) 符 号 相反 , 它 
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们 必然 有 一 个 与 六 (2) 符号 相同 .图 6-14 与 图 6-17 中 (3) 
与 “o) 同 号 , 便 取 访 (8, 0)) 点 的 切线 代替 曲线 . 图 6~15 
与 图 6-16 中 了 () 与 1(w) 同 号 ， 便 取 必 (a, (9)) 点 的 切线 
代 着 曲线、 这样, 切线 与 4 轴 的 交点 一 定 比 8 或 4 更 近 于 


wo, 


PT»>0 
< 


TDN>0 
F(z) >0 


6-14 图 4 -15 


7(9<o x f(D 
7"{2)>0 


TD 


图 616 图 6-17 


如 果 不 按 以 上 的 方法 取 切 线 ， 切 线 与 ls 
在 [a, 8] 之 外 (图 6-14). 


如 果 f"(w) 在 [a, 如 的 基 a 
点 等 于 零 ， 曲 线 在 这 点 有 3 < 
拐点 ， 可 能 M .两 点 的 -过 


切线 都 与 四 交 于 [&, 5] 
之 外 (图 6-18). 这 两 种 情 a 
形 的 结果 都 与 我 们 的 希望 相反 . 这 一 切 都 可 以 证 明 , 但 是 这 


a cqpat-or ioni 一， 


里 不 能 讲 那么 多 ， 所 以 从 略 . 上 段 的 第 三 条 要 求 ， 就 在 这 里 
起 作用 . 
假如 以 隆 (a, fq)) 为 切 点 , 切线 方程 便 是 
y~—f (a) =f'(4) (一 9) 。 
令 y 一 0, 解 得 
全 
这 就 是 比 第 一 近似 值 4 好 些 的 第 二 近似 值 . 假若 认为 “的 
精密 度 还 不 够 , 可 以 令 wo1 =a1, 照 上 边 那 样 在 Mi (a1, 了 (021)) 
点 作 切 线 , 用 它 代替 曲线 , 又 求 得 第 三 近似 值 


一 f las) 
A 
这 方法 可 以 你 续 进行 任意 多 次 .、 这 说 明 &a 点 确定 后 , 就 有 一 
个 收敛 于 wo 的 数列 
&, 1, day ~ ny * (3. 3) 


这 数列 里 的 数 一 个 比 一 个 接近 于 we， 因 疝 近似 根 可 以 精密 到 
任何 程度 . 
假若 最 初 在 站 (，FD0)) 点 作 切 线 , 同样 有 一 个 收敛 于 ze 
的 数列 | 
6, bi, 62, 7 Dn oe, (8.4) 
同 祥 可 以 按 这 数列 求 得 精密 到 任何 程度 的 近似 根 . 
{全 1】 求 方程 了 io) = 十 1.123 十 0.9% 一 4.4=9 在 区 
闻 [0， 11 内 的 根 . 
解 ，f(0) <0, f(1) >0、 在 区 闻 [0, 1] .上 
f'(2) 一 832 十 2.27 十 0.9>0， 
f" (0) 一 6z 十 2.2>0. 
所 以 应 该 从 名 , 的 右 端点 起 算 ， 用 ai, as， … 表 示 逐 次 所 求 
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的 近似 值 , 得 


_ f(0.788) 
0 0.738— 00 T0074 


因为 (0.671) >0, f《0.670) <0, 可 以 断定 , 根 的 前 两 位 小 数 
是 0.67. 
附注 ” 按 数 列 (3.3) 求 过 似 根 时 , 末 位 小 数 只 可 抹 去 , 不 
许 次 整 ， 例 如 打算 每 次 都 到 三 位 小 数 的话 , 则 不 管 小 数 的 第 
下 位 是 几 , 一 概 会 去， 不 然 的话 , 可 能 使 近似 值 大 于 zo, 因而 
使 下 次 求 得 的 值 反而 更 坏 、 同 理 用 (3. 分 计算 时 ， 只 可 痰 整 ， 
不 许 抹 去 . 
【 例 2] 和解 方程 
03 十 过 和 一 2 一 0. 
解 . 方向 5 作 
] 多 2 一 2 一刀 2. 
对 于 同一 束 标 输 作 y- lgw 及 
y=2 一 少 的 曲线 .对 数 曲 线 在 加 
w=1 时 穿 过 2 轴 ， 抛物线 y 一 2 一 上 * 交 % 轴 于 sg= 土 V2 两 
点 ,两 曲线 只 相交 于 一 点 ， 交 点 的 横 坐 标 症 % 一 1 与 =M2 
之 间 ( 图 6-19)、 
令 f(2) = 妇 上 lg2 一 2, 则 当 T<zsV35 时 
>0, 


f' (8) =28+ 


(zy =2— A >0. 
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gg 一 (oo) 的 曲线 在 [lt， 3 1 内 冲 曲 上升， 
f(D=-1i<0, f(vV3)= J 0.1505>0 
我 们 用 切线 法 计算 , 从 po= 2 起 算 . 
f (V3)=0.1505, 


0.,4343 
fF (i.414) =2.828 十 TA414 =3.135. 


0.1505 
一 二 .414 一 3 了 35 


为 了 继续 求 近 似 根 ， 把 必 的 末 和 位 小 数 6 进 成 前 位 的 1， 取 
2 一 工 ,37. 


fen = (1.87)?+1g1.37—2=1.8769—0.1867—2 


=1.414—0.045=1.866. 


~ 0.0186, 
(ozD) -2x1.37—- =2.74—0.8170 
—3.0670. 
出 此 
本 _0 0136 
m1.37 — 0 -1.37 ~0.0044—1.3656. 
所 以 21.366. 
3.3 弦 线 法 


方程 fo) ~ 0 的 根 zo 孤立 在 区 间 [oa 四 以 后 , “着 是 这 区 
间 很 短 , 那么 曲线 上 的 红 政信 便 很 近 于 弦 MN， 所 以 MN 
与 。 轴 的 交点 性 也 是 根 的 近似 值 ， 在 图 6-14 与 图 6-17 的 
过 都 比 4 更 近 于 zx (这 时 了 (zw) 与 J"(w) 同 号 )。 如 果 是 图 
6-15 和 图 6-16 的 情形 ，% 比 5 更 接近 于 wo (这 时 产 (w) 与 
了 (v0) 反 号 )， 按 同样 方法 用 区 冯 [21, 8] 或 [a, 4] 上 的 蓄 代 
替 曲 缆 ， 又 求 得 第 三 个 近似 什 吕 ， 在 天 (2), 了 "(w) 同 号 的 情 
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形 ， 令 和 = Co wo 的 上 知 数 列 
好 CI Cr 
在 六 (zw), 了"(z) 反 导 的 情形 ， 令 一 1， de … 便 得 到 一 
个 收 鱼 于 zo 的 下 海 数列 
b, by, bas 7, bn, 
这 两 个 数列 的 作用 各 (3.3)，(3. 人 入 同 . 
” 改 MN 的 方程 是 
yf to 或 _Y 一 AD -5 
fAD—fa) ba 
令 y=0, 重 可 以 解 得 第 二 近似 根 


“0 ey | (8.5) 
六 一 21 一石 一 0 FB fy (3. 6) 


把 这 公式 里 的 5 (或 念 换 作 ， 就 又 可 以 得 到 第 三 个 近似 根 
xz。 以 后 的 近似 根 如 此 类 推 . 

(3. 丰 与 (3.6) 是 同一 个 数 的 两 种 写法 (8. 七 里 涉及 上 的 
数值 有 四 个 , 涉及 5 的 只 两 个 (3.6) 里 涉及 a 的 只 两 个 , 涉 
及 5 的 有 四 个 。， 图 6-14 与 图 6=17 两 种 情形 , 逐次 的 割 线 都 
通过 义 (,， 了 05)), 这 时 用 公式 (3.6) 方 便 . 图 6-15 和 图 6-16 
的 情形 用 \3 .吕方 便 ， 

【 例 】 ”用 弦 线 法 解 上 段 例 工 的 方程 . 

解 ， 这 问题 属于 图 6-14 那 种 情形 , 用 (3.6) 计算 ， 现在 
a=0, 5=1, f(D)=1.6, f(0) = 一 1.4， 所 以 

Ql1-1.6xT 6 70.406, 
这 里 写 第 三 位 小 数 6 时 , 命 去 了 第 四 位 的 6, 而 不 蚌 按 四 会 五 
入 处 理 , 就 是 怕 把 第 三 位 进 上 去 以 后 会 使 得 ar 大 于 所 求 的 真 
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或 


根 , 以 致 发 生 错 误 . 下边 由 ai 代替 ce, 代入 公式 人 3.6), 得 
Bi ta 


T6066 ~0 .617. 
用 同样 方法 求 得 
ds0.660， ge0.663, gs 守 0.670,， css0.670. 
es 与 ae 的 前 三 位 小 数 相同 ， 说 明 这 近似 根 己 经 很 不 错 
了 .其 实在 上 段 用 牛顿 法 求 得 的 0.671 是 强 近似 根 ， 若 取 
0.6705 作为 近似 根 , 可 以 断定 误差 不 大 于 0.0005. 


习 题 三 


1， 把 一 个 半径 是 2, 比重 是 子 的 球 放 在 水 里 , 试 证 这 球 入 水 部 分 的 高 


度 + 是 方程 
2 一 623 二 8 一 0 
的 根 .。 在 区 间 0 过 7z<4 星 作 函数 4 一 展 一 6 二 8 的 图 象 ， 然 后 将 
7 一 1 与 二 2 之 阅 的 曲线 看 作 直 线 , 求 得 这 根 的 第 一 近似 值 ， 然 后 
用 切线 法 求 第 二 近 亿 值 . 
23. 在 半径 为 2 的 留 里 ， 内 接 一 个 面积 为 的 等 腊 三 角形 。 求 这 等 肋 
三 角形 的 底 边 之 长 ， 


3. 求 方程 e-“* 十 二 zx 一 1 一 0 的 正 数 根 。 先 对 同一 融 坐 标 轴 画 g 一 所 
及 y~1 一 于 的 图 急 ,用 它们 的 交点 估 半 原 方程 的 根 ,然后 用 切线 


法 作 一 次 精 窗 计算 . 
4. 图 的 一 条 弦 把 这 圆 的 面积 草 去 四 分 之 一 。 求 这 蓄 所 对 的 图 心 角 , | 


第 四 节 导数 在 物理 上 的 应 用 


4.1 相关 变 率 
如 果 有 一 个 固定 的 条 件 联系 着 几 个 变量 ， 这 此 变量 又 部 
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N 十 中 力 


随 着 时 间 而 变 ,那么 它们 的 变 率 之 闻 ,， 必然 也 有 一 定 的 关系 . 
有 这 种 连带 关系 的 变 率 叫 做 

相关 变 举 ， 其 中 一 个 变 率 往 
往 能 用 其 他 的 变 率 算出 来 . 
了 例 世 身高 5 尺 的 人 
在 路 灯 一 旁 沿 着 一 条 水 平 直 
线 1 行 走 ( 图 6-20)， 电 灯 
杆 LLb 到 1 的 距离 是 8 民 ， ee 

杆 足 五 在 ! 上 的 正 投影 是 O， 灯 高 20 尽 ， 如 果 人 行 速度 每 


” 秘 钟 1.5 尺 . 求 当 人 离 O 点 6 尺 时 , 人影 长 度 的 变 率 . 


解 ， 图 6-20 中 及 是 人 高 ,一 FS 是 人 影 . 工 是 灯 . 设 
OF =z， 令 ww 向 有 为 正 ， 向 左 为 负 ， 我 们 已 经 知道 (第 一 章 
8$2.8, 例 3) 


:= 皇 2 十 64 . 


这 里 8 和 ww 都 是 时 间 t+ 的 函数 .把 这 等 式 两 端 同 时 对 求 导 
数 
从 dr 


ds _ 
od 3Vmte WG" 
dzx & 

已 知 mi 所 以 

ds _ 化 

天 35 十 俐 - 
现在 人 与 的 距离 是 6, 那么 "= 士 6, 于 是 

全 -村 该 一 洒 = 土 0.3 

di 2v86+64 ee 
这 就 是 说 当 人 在 0 点 之 右 6 尺 远 往 右 走 时 ， 人 影 以 每 秒 0.3 
尺 的 速率 增加 . 当 人 在 0 点 之 左 6 尺 远 往 右 走时 ， 人 影 以 每 
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re ee a 


秒 0.3 尺 的 速率 缩短 . 
【 例 3】 围 船 以 每 小 时 24 公里 的 速度 向 北 行驶 ， 同 时 
正 东 10 公里 处 有 乙 船 , 以 每 小 时 
20 公里 的 速度 向 东 行 驶 , 问 从 这 
时 起 经 过 1 小 时 后 ， 两 船 间 的 距 
离 按 怎样 的 速率 变化 ? 
解 ， 设 甲 船 最 初 在 O 点 (图 


B 6-21), 乙 船 在 CO 点 , 0C0 ==10. +t 

,a 小 时 后 , 甲 船 在 4, 乙 船 在 B， 命 
4B=s, 04=w, OB=y， 那 么 
VT 


s 2, 4 都 是 的 函数 ， 将 这 等 式 两 端 都 对 1 求 导数 ， 


而 “= 罕 十 的 +10) 攻 
Ca 


现在 这 =24, 并 一 20. 当 z=1 时, $ 一 24, y=20， 将 这 些 


数据 代入 上 面 的 等 式 ,得 
ds _ 24:+(20+10):20 _ 196 -305 


df 5 二 0010 Mat 


这 说 明 1~1 时 ,两 船 间距 离 以 每 小 时 30. 5 公里 的 速度 
增加 . 


和 44. 号 直线 运动 “ 


物体 作 直 线 运 动 时 , 它 的 运动 方程 是 
s=f(), 
其 中 t 是 运动 经 过 的 时 间 ,* 是 距离 .2 对 于 ; 的 变 率 是 速度 
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o= 全 = 广 的 ， 
人 i 的 变 率 是 加 速度 


速度 与 加 速度 都 沿 闭 运 动 路 线 (直线 ) 度 量 .%>0 时 , 物体 向 
前 进 , a<0 时 物体 向 后 退 ， 所谓 前 进 与 后 退 决 定 于 预先 选 定 
的 正方 向 . 各 速度 的 方向 未 必 与 物体 运动 的 方向 一 致 
【 例 】 物体 按 
8 一 2 她 一 512 二 36 十 20 . 
作 直 线 运动 。 分 析 它 什么 时 间 内 前 进 ,什么 时 间 内 后 退 ? 加 速 
度 什么 时 候 是 正 灼 ,什么 时 候 是 负数 ? 当 t=2, 2 二 ,3 时 , 物 
悼 的 运动 是 逐渐 减 慢 还 是 加 快 ? 
解 ， 我 们 规定 向 右 为 正 ; 向 左 为 负 ， 速度 是 - 
v= 6 —80t+36=—6(t—2) (i—3). 
0<t<2 时 ，%>>0，s 递增 , 物体 向 右 移动 
2<:< 3 时，%<0，s 递减 , 物体 向 左 移动 
38<i 时 ，o>0，s 递 增 , 物体 向 右 移 动 。 
加 速度 是 
a=12:—380=6(21—5). 


0<t< 时 ，g 二 0，w 递减 
i 二， a>0, 2 递增 , 
但 是 应 该 注意 , 这 里 所 请 速度 的 增 减 是 从 代数 值 说 的 ， 从 绝对 


代 说 就 需要 进一步 分 析 . 俩 可 
0<t<2 时 ,2 从 86 下降 到 0, 是 递减 ， 
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2<i<3 5 时 ， Ss -号 ， v<0, 物体 向 左 移动 ， 


二 从 0 增加 到 六 


号 <i<8 时 ,9 从 一 本 上 升 到 0,0<0， 物体 继续 往 左 移 


动 ,但 是 越 来 越 慢 , 论 绝对 速度 是 碱 小 . 

3<t 时 ，%>0, a 之 0, 物体 往 右 移动 , 加 快 ， 

f==2 时 , 2=0, vo 由 正 变 负 ， 从 代数 上 说 是 逐渐 减 慢 , 按 
绝对 值 说 是 物体 由 前 进 转 为 后 退 . 


t=2 寺 时 ,0 一 一 后, 4<0，o 下 降 .物体 癌 左 移动 ,加快 - 
f 二 3 时 ,v==0, 由 负 变 正 ， 从 代数 上 说 是 加 快 ， 按 绝对 信 
说 是 物体 由 后 退 转 为 前 进 . 
建议 读者 仿照 讨论 曲线 的 方法 , 将 ww a 的 正 负 情形 列 成 
一 个 玫 , 然后 分 析 物 体 的 进退 和 快慢 , 


4.3 平面 则 钱 运 动 

运动 方程 

s=f() 
只 能 表示 直线 运动 , 它 在 如 华 标 平面 上 的 图 象 并 不 是 物体 返 
动 的 路 线 、 物 理 中 表示 曲线 运动 一 般 用 参数 方程 
ge=9(t), 2 一 由 人， (4.1) 

这 里 参数 卫 代 表 时 间 ， 如 果 9 人) 与 由 (办 都 连续 , 那么 当 # 连 
续 变化 时 , Pw, 四 便 描 出 一 条 连续 上 曲线 .这 就 是 物体 运动 的 
路 线 ，《4.1) 叫 做 运动 方程 . 

动 点 了 {xz, 引 按 照 (4. 人 作 此 线 运动 时 ， 它 的 速度 醋 有 方 
向 又 有 大 小 ， 这 样 带 有 方向 的 量 叫 做 矢量 或 向 量 ， 一 般 矢量 
用 a 表示. 速度 时 常用 2 表示 , 而 9 的 长 度 (大 小 ) 用 2 起 示 . 
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其 实 。 就 是 速率 ( 撤 开 方向 的 速度 )， 长 度 是 2 斜 角 是 守 的 


速度 %， 就 按 斜 角 的 方向 画 一 个 长 度 为 2 的 箭头 来 表示 它 \ 图 
6-22). 它 的 超 点 三 可 以 按 问 
题 的 方便 选取 .为 了 便于 进行 
计算 , 时常 把 它 拆 成 两 个 分 量 ， 
一 个 是 如 的 水 平 投影 59; 一 个 
是 的 铝 直 投 影 0,,， 比 如 图 
6-22 里 儿 的 分 量 是 


Vs—2.c0s = VB, v=2sin -1. 


显然 9 的 长 度 是 z= MV 中 + 避 , 而 且 台 的 针 角 0 取决 于 
tg 0=v,/Vs. 

一 般 地 说 分 量 不 限定 要 平行 于 坐标 轴 ， 也 不 一 定 互相 垂 
直 . 目前 我 们 用 到 的 只 是 互相 垂直 的 情形 , 但 是 两 个 分 量 可 
能 不 与 西 坐 标 轴 平 行 . 

动 点 Plw, 四 沿 着 曲线 (4.1) 移 动 时 , 它 的 速度 名 取决 于 
它 的 两 个 分 量 


p:=- 于 -om 下 -水 全 


用 曲线 上 的 P(z, 殷 点 作 起 点 ， 画 出 o 各 (图 6-23), 再 用 
oo 作 边 ,完成 一 个 长 方形 ; 那么 这 长 方形 里 从 卫 点 出 发 的 
对 角 线 即 是 速度 V， 从 第 四 章 §4.4 参数 方程 的 导数 知道 ; Y 
必定 在 卫 点 处 的 切线 上 . 
从 本 理 32.1 的 人 mVaPTG 知道 ，“ 
要 -V/( 宇 ) (一 ) VD TT DP 
ee 
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ee 


人 -23 


线 运动 的 速率 . 

出 线 运动 的 加 速度 a 岂可 念 天 带 上 于 分 角 丰 水 平 与 
铅 直 的 两 个 分 量 

ep 0), 0 RD. 

也 是 以 了 为 起 点 , 先 画 a,, a 然后 作成 一 个 长 方形 ,其 中 从 
P 出 发 的 对 角 线 便 是 a. 

物理 中 还 时 常 使 用 加 速度 的 切线 分 量 es 和 法 线 分 量 go 
即 G 沿 着 切线 和 法 线 方向 分 解 的 分 量 . 计算 它们 的 公式 是 
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叶 , m- 香 ， 
这 里 五 是 曲线 在 卫 点 的 曲率 半径 ; ar 永远 指向 曲线 的 四 侧 ， 
【全 1] 咯 去 空气 阻力 不 计 , 炮弹 的 运动 方程 是 
v=—tt eosg, y= asing—4.9. 
其中 是 初速 度 ,p 是 发 半角 ,t 是 时 间 ( 以 各 为 单位), oy 以 
米 为 单位 ， 
(1) 求 任意 时 刻 上 上 的 速度 分 量 、 速 度 ; 加 速度 分 量 、 加 
速度 . 
(2) 设 呈 =1400 米 / 黎 , pg 一 30"; 求 第 一 秒 之 末 炮 弹 的 运 
动 方 向 . 
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好 :一 


人 一 好 一 


和 解 ， (1) to 一 meosp, ,=visinp—0.8t. 
v= vo —19,.6vtsing+ 96.04, 
d,s=0, dy= —9.8, a=9.8 向 下 . 
(2) 以 t=1, 位 =100, p30° 代入 ,得 
1 一 86.6 米 / 秒 ， 入 =40.2 米 / 秒 ，0=8 上 中 .5 米 / 秒 ， 
9 的 斜 角 9=arc tg 40.2 =arc te 0.4642 =24°54' 


86.6 
【 例 2]】 已 知 运 动 方程 
v= #2 y= 4t—#, (4.2) 
(DD 求 g、g 的 直接 方程 ，(2) 面 出 t=1 及 t= M3 时 的 
速度 和 加 速度 ，(3) i 等 于 什 
么 数 时 速率 最 小 ?最 大 ? (4) 在 
邓 一 点 上 加 速度 最 小 ? 
解 ， (也 由 (4.2) 消去 4 
得 2、y 的 直接 方程 {图 6-24) 
2 一 信 ( 生 一人) 
(2) ws=21, Vy=44— 3 
= VI-208 0. 
被 开 方 式 恒 为 正 值 . 
fy =—2, Hy= — 6¢, 
a=2M I. ; a 
当 t=1 时 , 曲线 上 的 点 是 7 
Pi(1,8), Vs=2, b=1,v—~V6;q—2,0,~ —6, 4~2M10. 
当 t= M3 时 , 曲线 上 的 点 是 Pa(3, V3),， vs, 一 2M3， 
,= —5, v= MBT, d=2,0,—-—6V3, a-4vT. 


、 催 4i(917— 10 ee 
人 全- 二 着、 由 此 求 得 临界 点 1~0 及 


和 


pe 


二， 1_0 时 0-4 极 大 ， 失 土 时 o- VES 报 小 
(4) 从 a~2 WV 了 ITg95 直接 看 到 += 0 的 5~2 最 小 

【 例 3】 由 旋 轮 线 方程 

多 一 2(rt— sin zt), y=2(1—008 nit) Ost). 


求 gc。 Gy, i. 
dw dy 过 
解 . 3 一 2(r 一 co0g zf), js 2 sin wt. 
Om ss _ dy ,3 1 
Qu 2rz2 sin rit, Gy 一 可 27r cog nt. ， 
为 J 家 作家 


= 二 一 x? (1 008 P+ Ar? gin? ort 


= dx2(2— 2 00st) = 16x? sin? 号。 


由 此 
v=4r sin 本 
因而 
ai= 号 一 2z2cos 写 -， i 
图 6-25 画 的 是 1 一 地 
. En 时 的 az = 27?, 0, = 0， 
tt 一 w? M2， 这 时 的 动 点 在 Plz 一 2, 2). 
习 题 了 


1. 有 一 民 共 着 处 认 托 车 凡 每 秒 2 米 的 速度 驶 向 一 个 十 字 路 
当 他 离 路 口 所 卫 兴 时 ， a 10 米 的 速度 模 站 十 
字 路 口 (垂直 于 民警 的 路 线 )。 民警 立即 把 反光 灯 瞳 准 这 商 率 。 问 

ao Oo 一 


12. 


两 秒 钟 后 ,这 反光 灯 的 旋转 速度 多 大 4 


- 从 高 处 哮 口 向 地 上 漏 沙土 时 , 地 上 形成 的 沙 堆 总 是 正 辐 锥 形 , 它 的 


高 永远 是 底 直 径 的 一 类 ， 如 果 沙 土 以 每 秘 6 立方 尺 的 速度 从 喷 口 
漏 下 , 问 当 地 上 沙 堆 高 为 5 尺 时 , 高 的 增长 速度 多 大 ? 


， 有 10 公 分 长 的 线段 4B, 下 端 妈 在 之 轴 上 ,， 上 端 吕 在 g 轴 上 ， 如 


果 嫂 离 原点 8 公分 远 时 , 以 每 秒 2 公分 的 速度 远 离 原点 。 回 这 时 
人 1) 怠 点 按 什么 速度 下 降 ? 


《2)》 4B 与 两 轴 所 图 的 面积 如 何 变 化 ? 


《3) 4 如 的 中 点 用 到 的 距离 如 何 变 化 ? 


灯塔 的 灯 放 射 一 条 光线 , 这 灯 每 分 钟 旋转 两 周 , 光线 随 闭 旋转 . 灯 


塔 在 一 条 直 海 岸 之 内 一 公里 ， 了 是 海岸 上 距 籽 塔 最近 的 点 光线 
与 海岸 奖 于 卫 点 . 问 FP 等 于 2 公里 时 , 卫 点 移动 的 速度 是 多 少 ? 


， 曲柄 连 持 的 曲柄 长 为 4 公 尺 , 连 杆 长 为 因 公 尺 , 如 果 曲 柄 每 秒 钟 转 


周 . 问 诅 缺 运 动 的 线 速 度 是 多 少 ? 


:从 巧 米 高 的 房 顶 以 每 秒 10 米 的 速度 向 上 抛 出 一 个 球 。 求 t+ 秘 户 


从 地 面 到 宗 的 距离 ; 并 问 这 球 最 高 离 地 面 多 远 ? 


. 试 证 形式 为 =& 二 bt 十 ct? 的 直线 运动 方程 一 定 表示 等 加 速度 运 


动 。 再 用 鸡 数 与 导数 的 关系 证 明 这 命题 的 着 命题. 


:一 辆 汽车 以 12 米 / 秒 的 速度 在 水 平 马 路 上 行驶 时 ， 罕 然 刹车 如 


果 阻 止 车 前 进 的 摩擦 力 是 0.54 米 / 秘 ”, 问 车 滑行 多 和 久 ?滑行 多 远 ? 


、 斩 体 按照 一世 一 98 十 18 作 直线 和 运动， 分 析 这 运动 的 情况 (包括 物 


体 运动 的 方向 , 速 庆 的 增 减 ,加 速度 的 正 负 以 及 它们 之 间 的 关系 )， 


如果 物体 运动 的 路 线 是 y 一 f(z) 的 图 象 . itt dhs nti 


分 析 它 艾 速 度 矢量 与 加 速度 矢量 . 


. 从 下列 蛙 线 运动 的 方 祖 ， 求 在 指定 时 刻 to 上 的 Des DB OV Cs, ys 


4 的 点 的 位 置 , 送 动 的 方向 , 并 且 求 曲线 的 5.y 直接 方程 . 
(1) z=t, y=1?, f0=2; (2) z= y=, to=3; 


(83) z=sin t y=00s 2t, 和 b= 字 ; (4) z=21, y=t2 7 3, t=0, 
作 运 动 方程 一 6 # 一 2 的 油 线 。 求 ba Dy, VD, Fo, Hy HB, iy 
em 及 速率 最 小 时 的 点 。 | | | 


第 六 章 小 结 


这 章 的 内 容 , 实际 是 第 四 、 第 五 两 章 理论 的 应 用. 

要 认识 一 个 函数 , 一 方面 要 从 整体 上 去 认识 它 , 第 五 章 最 
后 一 节 函 数 的 讨论 局 于 这 一 方面 ; 另 一 方面 是 从 局 部 上 、 细 节 
上 去 认识 它 , 在 一 点 的 升降 ,近似值 微分 属于 这 一 方面 。 当 
然 这 两 方面 并 不 是 各 自 孤 立 的 ， 有 了 导数 才 有 泰勒 公式 , 才 
能 更 好 地 求 近似 值 或 增 量 , 比 单纯 用 一 阶 微分 的 效果 好 得 多 . 
育 了 函数 的 总 体 认识 ， 就 能 整体 地 观察 导数 的 正 负 和 微分 的 
正 负 .. 

本 章 第 一 书 实际 是 第 五 章 最 后 -_ 节 的 级 续 , 是 从 整体 上 、 
开 何 上 认识 函数 ， 但 是 这 些 认识 非 展 助 于 导数 不 可 所 以 才 
把 它 归于 导数 的 应 用 . 

” 第 二 节 为 了 讲 曲 率 , 先 引进 弧 长 的 导数 公式 : 


ee 
要-Wh+( 本 ) (1 
明说 这 是 导数 , 而 产生 这 导数 的 根源 是 | 
PP=Vdos+d  . (2 
发 展 下 去 , 结果 是 时 EE 
ds — dm? Ay. 《3) 


所 以 这 里 引用 的 知识 实际 是 微分 ， 思路 上 最 好 从 (2 发 展 为 
(3)， 然 后 变形 为 人 至 于 曲率 的 意义 和 计算 它 的 公式 都 不 
征 艰 深 的 问题 人 de 
了 . 

或 许 有 大 说 , 有 有 了 电子 计算 机 ， 方程 的 近似 解法 还 有 讲 的 
必要 吗 ? me 用 手 计 算 诚 然 不 及 电子 计算 机 快 , 但 是 计算 


机 还 需要 人 去 安排 ， 尽管 不 必要 我 们 动手 计算 , 然而 其 中 推 
理 过 程 还 二 需要 了 解 的 ,所 以 仍旧 写 了 第 三 


第 四 节 实 际 上 仅仅 是 导数 的 应 用 ， 相 关 变 率 是 交 结 在 一 


起 的 几 个 函数 同时 变化 的 时 候 ， 儿 个 变 罕 之 闻 的 关系 。 举 的 
例题 都 以 时 间 为 基本 变量 , 这 是 为 了 直观 .实际 上 , 一 般 问 题 
未 必 都 以 时 间 为 转移 ， 希 望 读者 注意 。 曲线 运动 是 这 节 的 中 
心 司 题 , 也 附带 讲 了 点 矢量 的 概念 。 因为 这 在 解析 几何 里 已 
有 详尽 的 介绍 , 这 里 只 把 用 到 的 一 点 知识 提 了 一 下 ， 有 了 坐标 
的 概念 ,是 很 容易 理解 这 些 内 容 的 ， 


hr 


i ntl)atkb ed 
习题 2. eT 《一 了 2, +, 4), 


Pe 


5、 z-2 与 = 同 号 时 z>3+ 工 ; 5 一 3 与 6 反 号 时 ,z<3+ 寺 .， 


是 玉 ug 江 
6. (1) (ak+ 二) md 区 (ak+ 互 jz， 2kr 一 于 >z>2hr- 吕 ; 
(2) 一 co <2<< 一 8， 工 < 了 二 并 


7. U1) -1<z<2， (2) 无 解 ， 


8. (1) —1.01<x<—0.99; (2) 5< 一 十 ; 
: 2 1 1 
(3) 0<7< 可 ; {4) F<*3 
5~vV5 5~ V0 5+ V30 5+V6 
(5) 0 区 芝 及 < 
{6) =—2, ~l<r<0, 1< 工 
9. =< 王 及 z> 己 . 10. 3<z<3， 打 . 小 于 14|。 


1 
12. NW(0, 10000), N(0, V5). 18. N(0, 6) 
习题 二 4. f(0) = 一 了 5, JCD= 一 子 , 1(3)=0, f(-3)=6, 
-4)=-3, f(D -SVT 9, f 20) ~ (2a~3)/(2+24), 


6. p=0, gla) = —1, pa+1) = + 30+3g, 
yta 一 二 一 虹 一 3d2 十 3 一 2。 


.hh= 


8383" 


rR (1) x1 二 人 0， Ts 二 22， (2) 2 一 一 二 Tu= 3, 
8. 23, 12. x<:—5, xDP7 193. (1) +=-2 及 zr>0; (2) 72< 一 2. 
15. f(r) =27— (nt1), n<rz<nt+l., 


习题 三 1 人 [lo); (~, +0%); (3) (一 本 | 


《4) z 是 不 等 于 一 1 的 一 切实 数 ; (5) (1, 十 %); (6) 一 1<z<2; 
《7) [一 2, 2]; (8) 《一 so， 1), 1 Su 《3， 士 co); 《9) 上 一 二 1]; 
{10) (2, +t%); (11) (2, 3); (12) 《一 co 0), (0, + %); 


(13) z= 所 +2br(h 为 任意 整数 ; 《LI9 (~, 互 |. 


-的 - 训 109- 闪 , 加 -各 


习题 四 1. 8 = LabsinyC0, mm。 


2 
V=xra2z, 定义 域 为 《0， h], 全 城 为 (0, sal]; ss, 定义 域 为 
(0, 将 2 |; 信 域 为 (0, ]. 


, Fk) I<r<A F202), <r<20, 


3 


导电 0<ti<10; 
， 村 二 3 
一 人 t+30, 10<t<20. 


oh 


To hr Oh<to, 


y=a(d— +tBV Tt, Ogred. 


7. A=b 500 二 更 ， 0<b<30, 
.8 号 G6 一 用 2 0<h<6; Se .60 oz (- 却 0 相 )， 0<OR<7. 


出 
了 


可 
2 0< < 
并 


, 0B=2V 下- 了 ,0<t<5, A04B 的 面积 =2: V5 一 ,0<t<5. 


一 409 一 


1 y= 2 t>0; y= 土 V p(t 了 本， t> -- 立 . 设 总 点 的 坐标 
为 lz， Y1) 。 


(DD 0; 


1+r 工 十 > 
《23) 1 = Y{ 洒 十 5) 三 士 Y 2p (C27+5) 1 一 瑟 
下 14-7 * 


习题 次 4，(1)、(4) 是 麻 函 数 ; (3)、(6) 是 偶 函 数 ， 

6. 在 区 间 {《- =， 一 四 与 (1 + co) 内 ， 函数 蚂 不 上 升 又 不 下 降 ， 在 区 
闻 [一 1, 0] 内 池 数 下 降 。 在 区 间 [0, 1] 内 通 数 上 升 ， 在 (~ oo 
十 多) 内 函数 六 (zx) 二 0. 

了 了 ，() 和 (8) 不 是 ; (3) 27; 四 不 是 ; (5) w; (6) 机 (0 2n, 


习题 六 11, y= 于 (x+ 3),—1<7r<7, 


3. 0 a (0, raph]. 


Se gos Jy 和 
Ee, (0, hl; 
0 1 2 101. 


3. y= 本 4 十 2 一 0 
CX—0 


4. y 一 ?一 z 的 定义 域 是 (一 ， 寺 oo)， 值 域 是 一 守 <y<+%。 
4% 一 YZ+VYT+… 的 定义 域 是 [0, 十 co)， 什 域 是 0<y<+o。 
6. TH. 了 . 13f(z, 9). 


log。 LT* ‘log, EM logus 
习题 七 4 logom) 2 一 log, z* log, x +logaZ" loge% + I xX- J 2 


习题 八 8. (4) (x+ 也)m b= =0, +1, +3, 
(2) i 土 ], 士 2 …; (8) 无 解 ; 
(4) HE, k=0, +1, +2, 

1 


35 ,1 be 
5. 258 士 下 oos 2 二 -cos 4z 圭 亏 08 37 十 TS 009 8 、 


~ 一 10 一 


